Transformada de Laplace Inversa
Expansao em Fracoes Parciais

1 Introducao

Estamos interessados em determinar a transformada inversa de uma fung¢do da forma

Fs) N(s)  ams™+ apm_18™ 1+ ...+ a5+ ag
S) = =
D(s) bps™ + bp_18™ L4+ +bis+ by
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sendo que os coeficientes a e b sdo constantes reais e os expoentes m e n sdo nimeros
inteiros positivos. A razdo N(s)/D(s) é chamada de funcdo racional prépria se n > m,
e func¢do racional imprépria se n < m. Apenas uma fungdo racional prépria pode ser
expandida como uma soma de fra¢des parciais.

Serdo considerados 3 casos para a andlise baseados na natureza das raizes de D(s):

e raizes reais distintas
e raizes complexas conjugadas

e raizes reais multiplas

O primeiro passo para escrever a expansdo em fra¢des parciais de F(s) é determinar
as raizes de D(s). Entdo, na soma de fra¢Oes parciais, existe um termo para cada raiz
simples de D(s). No caso de raizes multiplas, o namero de termos é r, sendo que r é a
multiplicidade da raiz.

2 Raizes Reais e Distintas de D(s)

Considere o seguinte exemplo:
N(s) _96(s +5)(s+12) Ky Ky | K
D(s)  s(s+8)(s+6) s s+8 s+6

Para esta fungdo, D(s) apresenta apenas raizes simples, portanto existe apenas um
termo para cada raiz na expansao.

F(s) = ()

2.1 Calculo dos Residuos

Para determinar o valor de K, multiplicamos ambos os membros de (2) por s e em se-
guida fazemos s = 0:

KgS

96(s + 5)(s + 12) Kss N
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(s+8)(s+6) |_, = s5+8

s=0



ou seja

96 x 5 x 12
8 X 06

Para determinar o valor de K5, multiplicamos ambos os membros de (2) por s + 8 e
em seguida fazemos s = —8:

=K = K, =120.

96(s + 5)(s + 12) _ Ki(s+8) Kyt Ks(s +8)

s(s+6) s S — g s+6 3

S=

ou seja
96 x (—3) x 4
—8 x (—2)

Para determinar o valor de K3, multiplicamos ambos os membros de (2) por s + 6 e
em seguida fazemos s = —6:

=K, = Ky=-72.

96(s +5)(s + 12) _ Ki(s+6) N Ks(s+6) e
S(S + 8) s=—6 § =—06 5+ 8 —6

S=

ou seja

96 x (—1) x 6
—6 x 2
Entdo, podemos escrever F(s) da equagdo (2) como

= K3 = K3 = 48.
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2.2 Transformada Inversa

A partir deste ponto, é possivel encontrar a transformada inversa de F(s) com o auxilio
de uma tabela de transformadas de Laplace. Entdo, a transformada inversa de F(s) da
equacdo (2) é dada por

o) e 2 e 2 (5

f(t) = L' {F(s)} = 120 — 72e % 4 48e ¢ (4)

3 Raizes Complexas Conjugadas de D(s)

Considere o seguinte exemplo:

CN(s) _ 100(s +3)
F) = 56 = G102 +6s+25) ©)




A fungdo F(s) da equacdo (5) é uma funcdo prépria. Assim seguimos com o procedi-
mento e calculamos as raizes do fator quadratico de D(s).

§2 4+ 65+ 25 = (s +3 — j4)(s + 3 + j4)
Entdo, podemos expandir F(s) da equagao (5) como
100(8 + 3) Kl Kz KB

F(s) — = ) 6
) = 7 6)(2+65725) 546 s+3-j1 51314 ©)

3.1 Calculo dos Residuos

A determinacdo dos residuos segue o procedimento discutido anteriormente.

Para determinar o valor de K, multiplicamos ambos os membros de (6) por s + 6 e
em seguida fazemos s = —6:

100(s + 3) K Ks(s +6) K3(s+6)
(24+6s+25)|,_ o = s+3—jd|_ s+3+54[_ 4
ou seja
100 x (=3
0;—5() = Kl — Kl = —12.

Para determinar o valor de K, multiplicamos ambos os membros de (6) por s+ 3 — j4
e em seguida fazemos s = —3 + j4:

100(s + 3) Ki(s+3—j4) Ks3(s+3 — j4)
- = + Ko + -
(s +6)(s+3+j4) s=—3+3j4 s+6 s=—3+7j4 s+3+74  |— 544
ou seja
100 x 74

PRIt LK, = Ky —6— 8 — 10e95313°,
B3+ j4) xj8 2 2 J ©

Para determinar o valor de K3, multiplicamos ambos 0os membros de (6) por s + 3 + j4
e em seguida fazemos s = —3 — j4:

100(s + 3) Ki(s+ 3+ j4) Ky(s+ 3+ j4)
, = + _ + K3
(s+6)(s+3—j4) s=—3—j4 s+6 s=—3—j4 s+3+74 | 5 4
ou seja
100 x (—j4)

=K; = Kz=6+j8=10e"3"".
B x (—j8) SR
Entao, podemos escrever F'(s) da equagado (6) como

_12 10/-5313°  10/53.13°
F(s) = | 7
) =36t 513-74 "si3:/d @

Lembrando que 10e7%313° = 10/ — 53.13°.
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3.2 Transformada Inversa

A partir deste ponto, é possivel encontrar a transformada inversa de F'(s) com o auxilio
de uma tabela de transformadas de Laplace. Entdo, a transformada inversa de F'(s) da
equacdo (6) é dada por

_ 100(s + 3) L[ —12 (10— 53.13° L (10£53.13°
L 1 =L 1 L 1 L 1
{(5+6)(82+68+25)} {s+6}jL { s+3—j4 }+ {s+3+j4}
f(t) — E*l {F(S)} _ _1267625 4 10€*j53.13067(37j4)t + 1Oej53.13°€*(3+j4)t (8)

Usando identidades trigonométricas podemos simplificar a equacdo (8). Esta entdo
adquire a seguinte forma:

f(t) = —12e % + 20e 3 cos(4t — 53.13°) )

4 Raizes Reais Multiplas de D(s)

Para determinarmos os coeficientes (residuos) associados aos termos gerados por uma
raiz repetida de multiplicidade r, multiplicamos os dois membros da equagao expandida
pela raiz elevada a poténcia r. Determinamos o valor do coeficiente do termo que contém
o denominador elevado a poténcia r substituindo s pelo valor da raiz nos dois membros
da equacdo expandida. Para determinar os outros (r — 1) coeficientes, diferenciamos
ambos os membros da equagdo expandida (r — 1) vezes. Depois de cada diferenciagao,
substituimos s pelo valor da raiz, como anteriormente.
Considere o seguinte exemplo:

N(s)  180(s + 30)

F(s) = = ) 10
)= D(s) = 5 +5)(s + 37 (10)
Para esta func¢do, D(s) apresenta uma raiz em s = —3 de multiplicidade 2.
Entdo, podemos expandir F(s) da equacdo (10) como
18 3 K K K. K

s(s+5)(s+3)2 s s+5 (s+3)2+s+3'

4.1 Calculo dos Residuos

Os residuos K e K5 sdo obtidos utilizando o método discutido anteriormente.

Para determinar o valor de K;, multiplicamos ambos os membros de (11) por s e em
seguida fazemos s = 0:

KgS

i K4S
s=0 (S + 3)2

180(s + 30) Kss N
g ST*3

=K
Gro)st32 ., ' sts

5=0
ou seja



180 x 30
5% 9

Para determinar o valor de Ky, multiplicamos ambos 0os membros de (11) por s + 5 e
em seguida fazemos s = —5:

180(s + 30) ~ Ki(s+5) R Ks(s+5) Ky(s+5)
ECEE I e M R R
ou seja
180 x 25
(—=5) x4 ? 2

Para determinar o valor de K3, multiplicamos ambos os membros de (11) por (s + 3)?
e em seguida fazemos s = —3:

180(s -+ 30) Ki(s + 3)? Ko (s + 3)?

= — + — + K3+ Ky(s+3)|,_
S(S + 5) s=—3 s s=—3 5+ 5 s=—3 ’ 4(5 )|3—*3
ou seja
180 x 27
—_— = K3 = —810.
(—3) x 2 ’ 3
Para determinar o valor de K4, multiplicamos ambos os membros de (11) por (s + 3)?,
diferenciamos ambos 0os membros em relacdo a s e em seguida fazemos s = —3:

ds

d {180(3+30)LZ_3_ d [Kl(s+3)2]82_3+i [K2(3+3)2

ds | s(s+5) s+5 L:_3+% [K3]s=*3+i Kals +3)]—s

ds s ds

ou seja

s(s+5)—(s+30)(2s +5) B
150 l (s +5) Lg h

Substituindo valores,
(=3) x2—-27Tx —1
9x4

Entdo, podemos escrever F(s) da equagado (11) como

1200 225 810 105

F — .
(s) s s+5 (S+3)2+8+3

(12)



4.2 Transformada Inversa

A partir deste ponto, é possivel encontrar a transformada inversa de F'(s) com o auxilio
de uma tabela de transformadas de Laplace. Entdo, a transformada inversa de F'(s) da
equacdo (10) é dada por

o (e (2 (25 e (e (25)

f(t) = L' {F(s)} = 120 — 225¢°* — 810te ** + 105 >". (13)




