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1. TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS SENOIDAIS

Uma forma de onda de um sinal de tensdo ou corrente alternada é aquela onde a
intensidade e a polaridade alteram-se ao longo do tempo. Em geral sdo sinais periddicos
como as formas de onda apresentadas na figura 1.1

A A A

+ t + t + t

v
v
v

Figura 1.1 — formas de onda alternadas e periddicas

Uma Corrente Alternada (Ica) € aquela que inverte, periodicamente, o sentido no
qual esta circulando. Ela também varia a intensidade continuamente no tempo. Uma Tenséo
Alternada (Vca) € aquela que inverte, periodicamente, a polaridade da tensdo. Ja Tenséo ou
Corrente Alternada Senoidal é aquela cuja forma de onda é representada por uma sendide.
Dizemos que é um sinal senoidal.

A forma de onda periédica mais importante e de maior interesse € a alternada senoidal
de tensdo e de corrente, porque a energia gerada nas usinas das concessionarias e a maioria
dos equipamentos usam tensao e corrente alternadas senoidais.

A maior parte da energia elétrica consumida € gerada e distribuida na forma de tensao
e corrente alternadas para os consumidores que sdo as residéncias, o comércio e,
principalmente, as industrias.

A principal razao pela qual a energia elétrica gerada e distribuida em grande escala
ser em tensdo e corrente alternadas € que ela apresenta uma facilidade tanto na geragdo como
na transformacao dos niveis de tensdo (elevacdo ou reducao). Para transportar a energia a
longas distancias é necessario elevar a tensédo a niveis que chegam a 750kV, para reduzir as
perdas no transporte (principalmente por Efeito Joule). Nos centros de consumo a tensao é
novamente reduzida e distribuida aos consumidores.

Os motores de corrente alternada sdo construtivamente menos complexos que os
motores de corrente continua. Isto € uma grande vantagem pois, reduz custos e cuidados com
a manutengao. Por isso sdo 0s mais baratos e os mais usados nos equipamentos.

7

Outra importante razdo é a caracteristica tipica de comportamento dos circuitos
elétricos e seus elementos passivos (R, L e C) quando submetidos a sinais senoidais. O
tratamento matematico permite que os mesmos teoremas de analise de circuitos de corrente
continua (CC) possam ser aplicados a analise de circuitos com sinais alternados senoidais.

Além disso, os sinais senoidais de tensido e de corrente sdo muito estudados porque
sdo, em muitos casos, a base para varios outros sinais. Isto quer dizer que muitos sinais
podem ser analisados pela combinagdo de mais de um sinal senoidal.

O objetivo desta apostila é apresentar o processo de geracdo da corrente alternada
senoidal e especificar as suas caracteristicas, parametros e terminologias, bem como
processos matematicos para analise do comportamento dos elementos passivos (resistor,
capacitor e indutor) em circuitos de corrente alternada senoidal.

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica
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2. GERACAO DE CORRENTE ALTERNADA

No estudo do Eletromagnetismo ja foram vistos os principios da Indugéo
Eletromagnética. Para entender a producao de uma onda (sinal) senoidal devemos conhecer
bem os principios das tensdes e correntes induzidas:

2.1. INDUCAO ELETROMAGNETICA

Quando a regido onde um circuito elétrico se encontra apresenta uma variagao de
fluxo magnético, surge nesse circuito, uma corrente elétrica. Este fenbmeno é chamado de
inducdo eletromagnética.

Esta corrente induzida circuila no circuito devido a uma diferenca de potencial
(tensdo), chamada de forca eletromotriz induzida (FEM), ou simplesmente, tens&o induzida.

A inducgdo eletromagnética é regida por duas leis: Lei de Lenz e Lei de Faraday, ja
estudadas.

A Lei de Faraday diz que a Fem (tensao) induzida média em um circuito € igual ao
resultado da divisao da variagdo do fluxo magnético numa bobina com N espiras pelo intervalo
de tempo em que ocorre, com sinal trocado. Ou seja, quanto mais o fluxo variar num intervalo
de tempo, tanto maior sera a tensao induzida.

-N-AD
e=——
At

onde:

e — forca eletromotriz induzida (tensao induzida) [V]

Ad/At — taxa de variagao do fluxo magnético no tempo [Wb/s]
N — nimero de espiras.

A Lei de Lenz diz que o sentido da corrente induzida é tal que origina um fluxo
magnético induzido, que se opde a variagao do fluxo magnético indutor.

’\ H
| | [N[s] | s pINTST | s [NTs]
A U U ' (v v :
Corrente Nula Corrente |
(1=0) Corrente | @
a) im& parado n&o induz corrente b) ima se aproximando c) iméa se afastando

Figura 2.1.1 — Indugéo Eletromagnética

Por exemplo, na figura 2.1.1 a aproximagdo do im& provoca um aumento do fluxo
magnético perto da bobina. Conseqlientemente comecga a circular, na bobina, uma corrente
que cria um campo magnético com polaridade inversa ao do ima. O campo criado tenta impedir

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica
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a aproximacgao do im3, tenta parar o ima, para manter o fluxo magnético constante (variagao de
fluxo nula). Quando o ima se afasta, o efeito é contrario e a corrente induzida tem o seu sentido
alternado.

Um condutor se movimentando num campo magnético também produz variagdo de
fluxo magnético e sofre, consequentemente, indugdo magnética de corrente.

Ha trés condigbes fundamentais que devem existir antes que uma tensao possa ser
produzida por magnetismo.

o Deve haver um CONDUTOR no qual a tensao sera induzida.
e Deve haver um CAMPO MAGNETICO na vizinhanca do condutor.
e Deve haver movimento relativo entre o campo e o condutor.

De acordo com estas condigbes, quando o condutor (ou condutores) se MOVER
através de um campo magnético de maneira que as linhas de campo o atravesse, elétrons
DENTRO DO CONDUTOR serao estimulados em uma diregdo ou outra. Assim, uma forca
eletromotriz, ou tensao elétrica, é induzida (criada).

Sabemos que:

éd=B-A-senb

onde:

¢ - fluxo magnético [Wb]

B — intensidade do campo magnético [T]

A — area do condutor [m?]

0 - angulo de incidéncia da linhas de campo no condutor [° ou rad]

Ou seja, o fluxo magnético depende da intensidade do campo magnético, da area do
condutor atingida pelas linhas do campo magnético e do angulo em que estas linhas atingem o
condutor.

O sentido da corrente induzida num condutor em movimento dentro de um campo
magnético pode ser dado pela Regra da Mao Direita (Regra de Fleming), como indica a figura
21.2.

Sentido da corrente

Diregao do

glovime(;no -—

o condutor :
o ! 2 @)
N ol wt

U

S

Os trés vetores estio
defasados entre si em
90° mecanicos.

Figura 2.1.2 — Determinag&o do sentido da corrente induzida com o uso da Regra da M&o Direita [2].

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica
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As figuras 2.1.3 e 2.1.4 indicam algumas situa¢des de indu¢do de corrente num condutor € o
seu sentido, em fungao da polaridade magnética e do sentido do movimento do condutor.

Corrente Corrente Induzida Corrente
Induzida Nula Maéxima Induzida
(a) (b) (c)

Figura 2.1.3 — Movimento de um condutor dentro de um campo magnético. A amplitude da corrente induzida
depende do angulo no qual o condutor corta as linhas de fluxo [2].

N

—©

(a

Figura 2.1.4 — Mudar a direcdo do movimento ou a polaridade do campo muda o sentido da corrente induzida [2].

(b)

2.2 - PRINCIiPIO DE FUNCIONAMENTO DO GERADOR DE CORRENTE ALTERNADA.

Um gerador de corrente alternada funciona com base na indugéo de forga eletromotriz
num condutor em movimento dentro de um campo magnético. Para entender o seu
funcionamento considere-se 0 esquema da figura 2.2.1, onde uma espira gira dentro de um
campo magnético, gerando uma tensdo (FEM) e uma corrente induzidas.

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica
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‘& D
/
&% Terminais da Espira

Sentido dfe rotacao

Figura 2.2.1 — Gerador de Corrente Alternada Elementar: espira girando num campo magnético

A figura 2.2.2(a) ilustra , passo a passo, a indugdo de uma corrente na espira do
gerador de corrente alternada elementar da figura 2.2.1.

Em t,; os condutores a e b estdo se movimentando paralelamente ao fluxo magnético
(com sentidos opostos). Como nenhuma linha de fluxo é cortada 6=0°=180°, nenhuma tensao
ou corrente é induzida.

No instante t;, o movimento dos condutores ja corta as linhas de fluxo magnético em
um determinado angulo 6 e uma tensdo € induzida e esta proporciona uma corrente induzida
com o sentido indicado, dado pela regra da méo direita.

No instante t3; o movimento dos condutores corta as linhas de fluxo
perpendicularmente (dngulo de 90°) e a variagdo do fluxo € méaxima. A tensdo induzida é
maxima e, portanto, ha o pico de corrente induzida.

Em t4, o movimento dos condutores corta as linhas de fluxo magnético em um
determinado angulo e uma tensao menor é induzida. Como o angulo € complementar a 6, a
tensao induzida é igual a do instante t,.

Em t5 os condutores a e b estdo novamente se movimentando paralelamente ao fluxo
magnético (com sentidos opostos) e nenhuma tensao ou corrente é induzida.

Neste ponto, a primeira meia volta da espira produziu a forma de onda de corrente
induzida apresentada na figura 2.2.2(b). O eixo vertical indica a intensidade da corrente (ou da
tensao) induzida em cada instante. O eixo horizontal indica os instantes de tempo ou o angulo
do movimento da espira no campo magnético.

Como:
¢=B-A-senb

com a variagao do angulo devido ao movimento de giro da espira no campo magnético, o fluxo
¢ tem uma variacdo senoidal e, portanto, como a tensdo induzida depende da variacdo do
fluxo, ela assumira um comportamento também senoidal.

Como a tenséao e a corrente induzidas dependem da variagédo do fluxo e este varia de
acordo com o seno do angulo de incidéncia das linhas no condutor da espira (¢ = B.A.senb)
devido ao movimento giratério da espira, a forma de onda resultante é periddica a cada volta
(ciclica) e tem a forma senoidal.
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Instante 0=0°
t1 N S Ap=0
e=0
Instante 0#0°
t N S Ap=0
ex0
Instante 6 =90°
ts N S Ad = max
e max
Instante 6#0°
ty N S Ap=0
ex0
Instante b > 0=0°
ts N 4 S Ap=0
ao—p > e=0

(a)

v(V)

(b)

Figura 2.2.2 — Geragéao de Corrente: (a) primeira meia volta da espira [1]; (b) forma de onda do sinal gerado.

A figura 2.2.3 representa a segunda meia volta da espira. Nota-se que, do instante ts
para ts a diregdo na qual o condutor corta o fluxo é invertida. Portanto, a polaridade da tenséo
induzida é invertida e, consequientemente, o sentido da corrente é alternado, formando, a partir
dai, o semiciclo negativo da forma de onda, pelo mesmo processo anterior.

A figura 2.2.4 indica a forma de onda senoidal produzida pelo giro de 360° (2.n rad) de
um condutor de uma espira em um campo magnético. O eixo vertical indica a amplitude da
tens&o (FEM) induzida.

O eixo horizontal pode representar o tempo que a forma de onda leva para completar
um ciclo inteiro (periodo). Cada instante de tempo esta relacionado com a posi¢do angular do
condutor no campo magnético. Quando o eixo horizontal indicar diretamente a posicéo
angular em graus, chamamos de angulo elétrico. A vantagem de se indicar o eixo horizontal
em graus em vez de unidades de tempo é que os graus elétricos independem da velocidade
com que a espira gira no campo magneético (e conseqiientemente da freqiéncia e do periodo).
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o

Instante bO > 6=0
t5 N ’ S Ad) =0

a0y =0

b

Instante . 0 20°
tg N | S Ap= 0

a ex0
Instante . N 6 =90

t, N b a S Ap= max
= » v
S e = max

Instante . a 0 20°
tg N | S Ap= 0

b ex0

Instante +«Q02a ) 0=0°
tg N S A¢ =0

O b > e=0

(@)
v(V)
i (A)
180° 270° 360°

(b)

Figura 2.2.3 — Geracéo de Corrente: (a) segunda meia volta da espira [1]; (b) forma de onda do sinal gerado.

A corrente alternada resultante do processo de indugdo magnética, no gerador
estudado, tem a forma senoidal, isto &, a corrente varia no tempo periodicamente tanto em
intensidade como em sentido, a cada 360°, como indica a figura 2.2.5. O mesmo ocorre para a
FEM induzida: uma tenséo que varia periodicamente, em intensidade e polaridade.

A amplitude da tensao e da corrente induzidas nas bobinas depende:
e do numero de espiras das bobinas rotativas;
e da velocidade na qual as bobinas se movimentam,;

e da densidade do fluxo do campo magnético.
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) Tensdo Induzida

13

Figura 2.2.4 — Gerando uma onda senoidal através do movimento de rotagdo de um condutor dentro de um campo
magnético [2].

Ai(A)

Maximo

(pico +) |

Minimol-

|
180° ro270° 360° >

Periodo

. — tempo para uma - 5
(pico -) rotagéo (360°)

Figura 2.2.5 - Gréfico da corrente produzida pelo gerador.

2.3 — TENSAO E FREQUENCIA DO GERADOR

Observando as figuras 2.2.2 e 2.2.3 podemos concluir que o fluxo magnético na espira
varia de um maximo positivo (+¢) em t3, a um maximo negativo (-¢) em t;, passando por zero
durante meia volta da espira no campo magnético. Assim, a amplitude de variagdo do fluxo

magnético na espira em meia volta € dado por:
Ad = +dmax

- (_(bmax ) = 2¢
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Essa variagdo ocorre durante um dado intervalo de tempo At.

quantidade de rotagdes por minuto (rpm), temos a relagao:
At — Y% rotagao
60s (1min) — n rotagdes
assim:

_%0
n

At

Considerando a

No gerador das figuras 2.2.2 e 2.2.3 temos apenas dois polos magnéticos produzindo

um A¢ = 2¢ em meia volta. Se tivermos um numero p de polos teremos:

Ap=p-¢
sendo a forga eletromotriz induzida proporcional ao niumero de espiras
e = —N . A_d)
At
substituindo
P-4
e=-N-—+
Q
n
assim
o _N.PoON
30
onde:

e — forca eletromotriz (tensdo) média induzida [V];
¢ - fluxo magnético por polo [Wb];

p — numero de pélos;

n — velocidade [rpm];

N — numero de espiras

O gerador de dois pélos da figura 2.2.2 e 2.2.3 completa um ciclo a cada rotagdo. Em

cada segundo teremos n/60 rotagdes. Assim:

2 pélos —  n/60 rotagdes por segundo
p polos —  frotagbes por segundo
equacionando, temos:
f_nP
120

onde:

f — freqUéncia da tensdo induzida em ciclos por segundo, Hertz [HZ];
p — numero de poélos;

n — rotacdo em rpm.

Substituindo esta equacao na anterior, temos para a tensao induzida:
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e:—4¢.f.N

A figura 2.3.1 mostra dois geradores com o campo magnético girante no rotor € a
armadura fixa no estator. O primeiro apresenta 8 pélos e o segundo 2 pélos. Como ambos
giram a mesma velocidade, o gerador de mais pélos produz um sinal de maior freqiiéncia do
que o outro. Assim, para uma dada freqliéncia desejada (como 60Hz, por exemplo), um
gerador de mais polos pode girar a uma velocidade menor.

8 (

Geradores de 8 e de 2 polos girando a mesma velocidade

1 L
0° 180° 360°| [0O° 18

Gerador de 8 pélos Gerador de 2 polos

Figura 2.3.1 — Numero de poélos magnéticos influencia a freqiiéncia da tenséo gerada.

Nos circuitos elétricos, fonte de tensdo alternada senoidal e fonte de corrente
alternada senoidal sao representadas como mostra a figura 2.4.2. Na convenc¢ao adotada, a
polaridade da tensé&o e o sentido da corrente indicado se referem ao semiciclo positivo.

v(t) i(t) >

Figura 2.4.2 — simbolo e convenc¢éo para polaridade de fontes de tenséo e de corrente alternadas senoidais.
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2.4 - GERADORES DE CORRENTE ALTERNADA

A figura 2.4.1 apresenta as partes essenciais de um gerador de corrente alternada
elementar. E chamado de elementar porque possui apenas uma espira.

bobina

o 'F;'élo Norte

anéis
coletores

a Gerador de AC

esCcovas

Figura 2.4.1 — Gerador CA. A espira em movimento é conectada a carga através de anéis coletores e escovas [2].

Um gerador real consiste de muitas espiras em série e em paralelo formando
conjuntos de bobinas. O conjunto das bobinas num gerador € chamado enrolamento, que é
montado em torno de um nucleo de aco silicio (material ferromagnético) e que constitui a
chamada armadura, onde ¢é induzida a forca eletromotriz (tensao).

O campo magnético produzido no gerador da figura 2.4.1 é criado por um ima
permanente. Nos geradores comerciais, o0 campo magnético & criado por um eletroima
alimentado por uma fonte de corrente continua.

O rotor é a parte que gira. O estator é a parte que permanece estacionaria. Nos
geradores de corrente alternada a armadura pode estar no rotor ou no estator

Nos geradores de corrente alternada de grande poténcia, encontrados nas usinas, a
armadura é fixa no estator e 0 campo magnético é que gira em torno delas, como mostra a
figura 2.4.2 e também a figura 2.3.1. Como ha um movimento relativo entre elas, ha a indugao
eletromagnética.

Figura 2.4.2 — Gerador de Corrente Alternada de Pdlos Girantes e Armadura Estacionaria.
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No gerador CA de armadura giratéria o sinal CA gerado é levado a carga através de
anéis coletores e escovas deslizantes, como mostra a figura 2.4.1. A armadura giratéria é
encontrada somente em alternadores de baixa poténcia devido a limitagdo de corrente nos
anéis coletores e escovas.

O gerador CA de campo giratério tem o enrolamento de armadura estacionario e o
enrolamento de campo girante no rotor (0 campo magnético é criado por bobinas — eletroimas).
A vantagem da armadura estacionaria € que a tensdo gerada pode ser conectada a carga
diretamente, sem necessidade de anéis coletores e escovas. Isso possibilita geragdo de
grandes niveis de tensdo e de corrente (alta poténcia), pois os anéis e escovas s6 permitem
operacao em baixas tensdes e correntes.

O estator consiste de um nucleo de ferro laminado com os enrolamentos da armadura
embutidos neste nucleo, como mostrado na Figura 2.4.3. O nucleo é a armadura do estator.

Nucleo
Laminado

- Enrolamentos
Armadura do Estator da armadura

Figura 2.4.3 — Armadura do Estator de um gerador de corrente alternada.

Todos os geradores, grandes ou pequenos, de corrente alternada ou de corrente
continua, requerem uma fonte de poténcia mecanica para girar seus rotores. Esta fonte de
energia mecanica é chamada de fonte primaria.

Fontes primarias sao divididas em duas classes: para gerador de alta velocidade e
baixa velocidade. Turbinas a Vapor e a Gas sao fontes primarias de alta velocidade, enquanto
maquinas de combustao interna (como motores a explosao), turbinas hidraulicas em quedas de
agua e turbinas edlicas (hélices) sdo consideradas fontes primarias de baixa velocidade.

O tipo de fonte primaria tem um papel importante no projeto de alternadores, desde
que a velocidade a qual o rotor é girado determina certas caracteristicas de construgdo do
alternador e operacgao. A figura 2.4.4 mostra uma turbina hidraulica acionando um gerador.
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dgua canalizada

Gerador

e

rll’

Turbina i € Turbina

Figura 2.4.4 — Turbina hidraulica acionando mecanicamente o gerador.

Alternadores sédo avaliados de acordo com a tensao para a qual eles sao projetados e
pela maxima corrente que sdo capazes de fornecer. O produto da tensdo alternada pela
corrente alternada de projeto do gerador fornece a capacidade de poténcia gerada, cuja
unidade € o Volt-Ampére.

A corrente maxima que pode ser fornecida por um alternador depende da maxima
perda de calor que ele pode suportar na armadura. Esta perda de calor (que é uma poténcia
elétrica perdida, principalmente por Efeito Joule) age aquecendo os condutores e, se
excessiva, destréi o seu isolamento, podendo causar ma operacao ou curto-circuito. Sistemas
de refrigeragao sao incorporados em grandes geradores para limitar o aquecimento.

Quando um alternador sai da fabrica, este ja é destinado para um trabalho muito
especifico. A velocidade para a qual é projetado para girar, a tensdao que produzira, os limites
de corrente, e outras caracteristicas de operagdo sao conhecidas. Esta informacao é
normalmente estampada em uma placa de especificacbes para que o usuario conhega suas
caracteristicas.

A figura 2.4.5 mostra dois tipos de rotores para geradores de podlos girantes e
armadura estacionaria. O primeiro é adequado para turbinas de alta velocidade como aquelas
acionadas por vapor ou gas. A segunda é para turbinas de baixa velocidade como aquelas
acionadas por turbinas hidraulicas e motores de exploséo.
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Anéis
Coletores

Rotor de alta
velocidade

(>1200rpm) Rotor de Po6los

Salientes para
baixa velocidade
(<1200rpm)

Secéo Transversal:

Linhas do Campo
Magnético

19

Figura 2.4.5 — Dois tipos de rotores: (a) para turbinas de alta velocidade e (b) para turbinas de baixa velocidade.
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3. PARAMETROS DA FORMA DE ONDA DA TENSAO E DA
CORRENTE ALTERNADA SENOIDAL

Para conhecermos corretamente um sinal de tensdo e de corrente alternadas e
senoidais, precisamos estudar os pardmetros da forma de onda senoidal. Alguns destes
parametros tém significado geral (para a matematica e a fisica, por exemplo), mas quando
estudados em eletricidade tém sentido especifico.

A Forma de Onda é a curva descrita por uma quantidade (como tensédo ou corrente)
em funcao de alguma variavel como tempo, posi¢cao, angulo, etc. Essa quantidade assume um
valor (amplitude) da forma de onda num determinado instante, chamado Valor Instantaneo,
geralmente representado por uma letra minuscula (v ou i, por exemplo). O Valor de Pico
(Amplitude Maxima) € o maximo valor da forma de onda medido a partir de seu valor zero (eixo
y) e geralmente é representado em letra maiuscula (Ve ou lp, por exemplo). Esses e outros
parametros importantes das formas de onda senoidais serdo estudados neste capitulo.

As tensdes e correntes elétricas alternadas ou sao puramente senoidais, ou podem
ser decompostas em uma série de componentes puramente senoidais que compdem o
chamado espectro de freqléncias do sinal, conhecido como harménicos. Esta série de sinais
€ conhecida como Série de Fourier e sera estudada posteriormente.

Portanto, conhecermos o valor médio, o valor eficaz, o valor de pico, a freqiéncia
e a fase de uma sendide € muito importante para o estudo do comportamento energético das
tensdes e correntes elétricas.

3.1. VALOR DE PICO:

Ao conjunto de valores positivos e negativos de uma sinuséide chamamos de ciclo,
que no caso do gerador elementar de tensdo e corrente alternada, estudado no capitulo
anterior, corresponde a uma volta completa da espira no campo magnético.

O Valor de Pico é a amplitude da forma de onda que corresponde ao maximo valor no
eixo vertical. O maximo valor da corrente é a Corrente de Pico (l) e 0 maximo valor da tensdo
é a Tenséo de Pico (V,), como indica a figura 3.1.1.

O Valor de Pico a Pico de tensdo e corrente (Vpp € Ipp) é o valor correspondente
entre o pico superior (amplitude maxima positiva) e o pico inferior (amplitude maxima negativa
ou vale) e é exatamente o dobro do valor de pico numa forma de onda senoidal, pois esta é
simétrica.

Voo =2-V,

pp p
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Ai(A)
lp ‘
Ipp
t(s)
T N 3607 o, rad)
- "l
'_
< T >
(a)
AV (V)
Ve A
V,
pp t(S)
e 3607 a(". rad)
(b)

Fig.3.1.1 — Formas de onda: (a) da corrente e (b) da tensdo em fungéo do tempo e 0s seus parametros.

3.2. PERioDpo (T):

E o tempo necessario para a ocorréncia de um ciclo completo de uma fungdo
periodica, como mostra a figura 3.1.1. Com relacdo ao gerador elementar estudado no capitulo
anterior, Periodo (T) é o tempo necessario para a espira dar uma volta completa, ou seja,
percorrer 360° (2.n rad). A unidade do Periodo é o segundo (s).

3.3. FREQUENCIA (f):

A velocidade na qual os ciclos sdo produzidos é chamada freqliéncia. E o nimero de
ciclos por unidade de tempo (a cada segundo). Relacionando, obtemos:

1 Periodo (T) 1 ciclo

4—>
1 segundo <4 X ciclos/segundo = FREQUENCIA, f

portanto:
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Txf=1x1
-
T

No Sistema Internacional (SI) a unidade da Fregiéncia, ciclos por segundo, é
chamada Hertz* (Hz). Assim, um Hertz significa um ciclo completado em um segundo

A freqiéncia da rede elétrica comercial brasileira € 60Hz, assim como nos Estados
Unidos, enquanto que nos paises vizinhos da América Latina e na Europa a freqiiéncia é 50Hz.
Sinais com frequiéncias entre 3kHz e 300GHz estado na faixa da chamada Radio-frequéncia e
podem se propagar no espaco. As freqiéncias audiveis para o ser humano estdo na faixa de
15Hz (sons graves) a 20kHz (sons agudos). O chamado Espectro de Frequéncias esta
apresentado no anexo A.4, no final deste trabalho.

3.4. FREQUENCIA ANGULAR OU VELOCIDADE ANGULAR (w):
Do estudo da matematica, sabemos que o valor de Pi (1) € uma constante dada pela
razao do perimetro da circunferéncia pelo seu didmetro:
C
n=—=3141592654
D
Assim, o perimetro (comprimento) da circunferéncia pode ser dado por:
C=2-n-R

O Radiano é uma unidade de medida de &ngulo definida por um quadrante de circulo
onde a distancia percorrida na circunferéncia (arco) é igual ao raio do circulo, como mostra a
figura 3.4.1. Essa relacao fornece:

lrad = 57,296°
2nrad = 6,28 rad = 360°

1 radiano

Figura3.4.1 — radiano como medida de angulo.

Para fazermos a conversao de graus para radianos usamos a relagéo:

Radianos =| -~ x graus
180

' Heinrich Rudolph Hertz: fisico e professor (Alemanha, 1857-1894), pesquisou tensbes e
correntes alternadas e seus efeitos nos elementos passivos, ondas eletromagnéticas e
propagacao.
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Para fazermos a converséo de radianos para graus usamos a relagao:

Graus = (@] x radianos
T

Sabemos que uma forma de onda senoidal pode ser obtida a partir do comprimento da
projecao vertical de um vetor girando num movimento circular uniforme (MCU) sobre um ponto
fixo. Apds uma volta completa temos o periodo completo da sendide. A figura 3.4.2 ilustra essa
situagao.

A velocidade com que este vetor gira € chamada de frequéncia angular (ou velocidade
angular).

A frequéncia angular ou velocidade angular (também chamada pulsagéo), @ nos da a
nogao do angulo percorrido a cada unidade de tempo. Podemos dizer que é a velocidade com
que percorremos angulos num movimento circular (movimento harménico).

Como podemos medir angulo em radianos, a frequiéncia angular ou velocidade angular
® corresponde ao numero de radianos percorridos por unidade de tempo.

disténcia(o,rad)
w=
tempo(s)

Para um angulo a qualquer percorrido em um dado tempo t:

®=—

t
O angulo a é chamado de posicao angular:
oa=m-1
Ao final do ciclo, o angulo o percorrido sera sido 2r rad (360°), em um tempo total

chamado de periodo. Assim:

0=2T 2. .1
T

L1

0°] a1 90° 180°
On 1n

"Amax

Figura 3.4.2 — a projecdo de um vetor girando descreve uma senoide.
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FreqUéncia e freqiéncia angular sdo parametros que fornecem a mesma informagao.
Os dois indicam com que "velocidade" a fungido se repete. A freqiéncia nos fornece essa
informacdo em Hz (ciclos/segundo), enquanto que a frequéncia angular nos fornece em rad/s
(radianos por segundo).

Podemos relacionar "o" com "T" e "f" a partir do funcionamento do gerador elementar
de corrente alternada. Uma vez que a corrente produzida pelo gerador, completa um periodo
quando a espira realiza um ciclo completo, ou seja, percorre 2 © radianos, temos:

1 Periodo (T) 4> 2.7 radianos

1segundo | <@g | @ radianos/segundo = FREQUENCIA ANGULAR

Assim,
Txo=1x2nxn
2.7
0=—
T
1 .
como f == , temos:
T
o=2-n-f

Unidade: rad/s

3.5. FUNCAO MATEMATICA DA TENSAO E DA CORRENTE ALTERNADA SENOIDAL.

A figura 3.5.1 mostra a forma de onda geral para uma fungao senoidal. Da matematica
sabemos que:

f(a) = Amax-sen(a)
f(a) = Amax-s€n(m.t)

Podemos notar a relativa simplicidade da equacdo matematica que representa uma
forma de onda senoidal. Qualquer forma de onda alternada ndo senoidal ndo podera ser
representada por um unico termo, mas pode requerer dois, quatro, seis ou um numero infinito
de termos senoidais para ser representada fielmente. Esse processo é determinado pelas
Séries de Fourier, como apresentado no Anexo A.5.
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+Amax [

OO
On

'Amax

Figura 3.5.1 — forma de onda para uma funcao senoidal

Os graficos de uma forma de onda senoidal de tensdo e corrente, como os da figura
3.1.1, podem ser expressos matematicamente no chamado dominio do tempo, onde o valor
da tensdo e corrente sdo funcéo do instante de tempo (t), e no chamado dominio angular,
onde o valor da tensdo e corrente sao funcdo da posicdo angular da espira no campo
magnético no caso do nosso gerador elementar de corrente alternada (figuras 2.2.2, 2.2.3 e
2.2.4).

Em um periodo ou ciclo completo (360°), a=2rrad. Podemos relacionar:

2n — AT
o — t
desenvolvendo:
=2t ottt

entdo, a posic¢do angular a pode ser dada por:

a=o-t

A posicdo angular (w.t) € dada pelo produto da frequiéncia angular (o) pelo instante de
tempo (t), e nos fornece o angulo no qual a espira se encontra:

Podemos verificar que o produto da frequéncia angular o (rad/s) pelo instante de
tempo(s) € mesmo um angulo pela relagdo das unidades:
rad
—-s=rad
S

Como a tensao é senoidal e é fungao do tempo, podemos expressar a tensdo a cada
instante através da fungdo matematica de tensao instantanea.

3.5.1. Tensao Instantanea:

Para uma sendide o valor da tensédo é expresso em fungédo do angulo a, dado pela
posigao angular da espira no campo magnético:

v(a) =V, -sen(a)
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O valor instantdneo de uma grandeza senoidal € o valor que essa grandeza assume
num dado instante de tempo considerado. Assim, o valor da tensdo v num dado instante de
tempo t pode ser dado pela fungéo senoidal:

v(t)=V, -sen(o-t)

onde:

v(t) — tensao instantanea (V)
Vp - tensdo de pico (V);

o - freqliéncia angular (rad/s);

t — instante de tempo (s).

Exemplo 3.5.1: Esboce o grafico tensao x tempo para a tensao instantanea v(t)= 10.sen(10.t).

Solucao: da fungéo obtemos:

Vp =10V
® = 10rad/s
Como:
w=2-n-f
entao,
fo@ 10 459
‘T 2'm
f=1,59Hz
Assim:
T= % = % =0,628
T =628ms

Fazendo a variavel independente t assumir valores desde 0 até T = 628ms, podemos
calcular a posigao angular o e a tensdo instantanea correspondente e tracar a forma de onda.

Para tanto € necessario determinarmos os instantes mais significativos: dividindo
628ms por 8 intervalos (poderiamos utilizar mais intervalos, para maior precisao), obtemos o
valor 78,5ms para cada intervalo. Assim

Para t=0s: v(0)=10sen(10.0)=0
Para t=78,5ms: v(0,0785)=10sen(10.0,0785)=7,09

Fazendo o mesmo procedimento para outros intervalos de tempo obtemos a tabela
3.5.1 que dara origem a forma de onda da figura 3.5.2.
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tempo | posi¢do angular | tensdo instantanea 4, V)

t(s) o.t (rad) v(t) (V) 10— _

0,00 0,00 0,00 5
0,0785 0,785 (n/4) 7,09 /(s)
0.157 | 1,57 (w/2) 10,0 ) 016 03 047 063
0,235 2,35 (3n/4) 7,09 -5

0,314 3,14 () 0,00 -10

0,392 3,92 (5n/4) -7,09

0,471 4,71 (3n/2) -10,0 Figura 3.5.2 — forma de onda para o exemplo 3.5.1
0,549 5,49 (7Tn/4) -7,09

0,628 6,28 (21 ) 0,00

Tabela 3.5.1 — exemplo 3.5.1

3.5.2. Corrente Instantanea:

Considerando que a corrente senoidal também é funcao do tempo, podemos representar,
matematicamente, a corrente instantanea da seguinte forma:

i(t)=1, -sen(w-t)

onde:

Ip - corrente de pico (A);

o - frequéncia angular (rad/s);
t — instante de tempo (s).

Exemplo 3.5.2: Considere a forma de onda da figura 3.5.3 para obter a fungao matematica que a
descreve.

A i(mA)
t(us)
>
0 25 =0
-20

Figura 3.5.3 — forma de onda para o exemplo 3.5.2.

Solucéo: analisando a forma de onda da figura 3.5.3 obtemos:
T =50us

f=1/T = 20kHz

o = 2xnf = 125663,7rad/s
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I, =20mA
entdo a fungdo matematica que descreve a corrente instantanea é:
i(t) = 20.sen(125663,7.t) mA

3.6. VALOR MEDIO

O valor médio de uma fugao representa o resultado liquido da variagdo de uma grandeza
fisica como deslocamento, temperatura, tensao, corrente, etc.

O valor médio néo representa o resultado liquido energético, ou trabalho realizado, mas
apenas a resultante liquida entre excursdes positivas e negativas para o valor de uma funcéo,
chamada média aritmética.

A média aritmética de um dado numero finito de valores de eventos discretos (nao
continuos) é a soma dos valores desses eventos dividida pelo nimero de eventos. Por exemplo, a
média aritmética das notas € a soma dos valores das notas (eventos) dividida pelo nimero de notas.
Assim, o valor médio de uma fungdo matematica é a sua média aritmética dada pela relacéo entre a
somatéria algébrica dos valores da fungao e o niumero de valores, ou seja:

No caso de uma fungao qualquer o valor médio é dado pela soma das areas positivas e
negativas que sao descritas periodicamente ao longo do tempo. Assim, para uma forma de onda,
como mostra a figura 3.6.1, o valor médio pode ser determinado pela area total sob a curva, dividido
pelo periodo da forma de onda:

N DAV, At,)

V. = =
med T T

onde:

ZA - soma algébrica das areas sob as curvas;

T — periodo da curva;
AV, — variagao da amplitude no trecho n da forma de onda;
At, —intervalo de tempo correspondente ao trecho n da forma de onda;

n — numero de trechos compreendidos no intervalo T.

AV
AV,

Ay AV, Vmedio
1, Aq t
AV, LAz |t th >

< T >

Figura 3.6.1 — valor médio de uma forma de onda

Exemplo 3.6.1: Determinar o valor médio para a forma de onda da figura 3.6.2.

(4x2)+(-2x2)+(3x2)+(1x2) 8-4+6+2 12
Vimedio = 3 = 3 =3 " 15
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A

vmédio:1;5
11
0 2 4 6 8
-2

Figura 3.6.2 — forma de onda para o exemplo 3.6.1.

Exemplo 2.6.2: Determinar o valor médio para a forma de onda da figura 3.6.3.

2x1)+(-2x1) 2-2 O
Vmédio:(X)+2( x)z 5 =§:0

A

vmédio:O t
0 1 2

>

-2

Figura 3.6.3 — forma de onda para o exemplo 3.6.2.

Para uma funcéo periddica continua, o valor médio pode ser dado por:

11
med =T tj v(t).dt
i

V

Para uma funcgéao periddica senoidal, como a apresentada na figura 3.6.4, onde t=0 e =T, o
valor médio é:

1 ts 1 otf 1 27 vV 27
1 _ 1 _ v, dot = 2. dot =
Vinea =7 [v(t)at — [V(ot)dot ” ! V; -sen(o.)-dot =2 g sen(ot) - dot

ti ot

= i - COS((D’E)](Z)TE — Vo -[- cos(2r) + cos(0)] = Yo [-1+1]=0
2n 271 21

Vmed =0

Como a sendide é simétrica ao eixo das abscissas, para todos os valores do semiciclo
positivo, temos correspondentes valores no semiciclo negativo, o que faz com que o seu valor médio
seja nulo, ou seja, as areas positivas sao iguais as negativas.

Pelo procedimento de calculo podemos determinar o valor médio de apenas um semiciclo
(meio periodo):

T T
1 1 V . 2-V
Vimed, :?'J.V(t)-dt = ;-J.Vp -sen(w.t)-dwt :Tp-[— cos(oat)]0 = . P
0 0
2-V,
Vmed,rc = T =0,637- Vp
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A

#Vp ey
63,7%V,

vméd,n

Vimédio a(o' f‘Gd)

Figura 3.6.4 — funcéo senoidal.

3.7. VALOR EFICAZ

O valor eficaz de uma fungéo representa a capacidade de producdo de trabalho efetivo
de uma grandeza variavel no tempo entre as excursdes positivas e negativas de uma funcao.

Matematicamente, o valor eficaz de uma funcao discreta é sua média quadratica, dada
pela raiz quadrada do somatério dos quadrados dos valores dos eventos dividido pelo numero de
eventos:

Para uma fungao periddica, o valor eficaz pode ser dado pelo calculo da média quadratica
através do uso da integral:

Para a fungao periddica senoidal da figura 3.7.1, o valor eficaz é:

ot 2 2n
1 f

tf 2n
|1 2 2 1 2 2 Y% 2 _
Vg = ?-Jv(t) N e jv(mt) .d@t_\/zgvp -sen (oa.t)-dmt—\/z—n-!;sen (ot)-dot =

ofj

B V_pzﬂt_COSZ(Dt - V_p22_TC_COS4TC_9+COSO ~
2n | 2 4 0 2n | 2 4 2 4

2 2
%’ [2n =Jvizﬁ
2n | 2 2 2

Vef =—==0,707-V,

$|<
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O valor eficaz corresponde a altura de um retangulo de base igual a um semiciclo e area
equivalente a esse semiciclo, como mostra a figura 3.7.1. Portanto, o valor eficaz corresponde a um
valor continuo de 70,7% do valor de pico de uma sendide;

A
sV, b Nlor Eficaz
0,707V, !
a(°, rad)
0° 180° 360°
Orn In 2n
-V,

Figura 3.7.1 — valor eficaz de uma sendide.

No estudo de circuitos com tensdo e corrente alternadas senoidais é importante
entendermos o conceito fisico de valor eficaz.

Para entendermos o significado fisico do valor eficaz, analisaremos a poténcia elétrica
fornecida a um resistor, tanto em corrente alternada como em corrente continua, como mostram os
circuitos da figura 3.7.2.

B -
lec i(t)
——
— Pee | R ~ Jv(t) Pca
—

Figura 3.7.2 - Fontes de Tensdo Continua e Alternada alimentando um mesmo resistor e fornecendo a mesma poténcia
média

Qual seria a tenséo e a corrente alternada que fariam com que o resistor R dissipasse a

mesma poténcia em CA que a dissipada em CC?

Se fizermos isso na pratica, verificaremos que o valor de tensio e corrente continua a ser
aplicado corresponde ao valor eficaz de tensao e de corrente alternadas.

Como vimos, esse valor € matematicamente dado pela média quadratica da funcao. Para
um sinal senoidal pode ser calculado a partir do seu valor de pico através da relagao:

Vv
Vef =—==0,707 -V,

V2

O mesmo conceito também ¢é valido para o valor eficaz de corrente:

|
P _
=0,707 -1,

lef )
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Como mostra a figura 3.7.3, o valor da tenséo eficaz ou da corrente eficaz de uma forma de
onda é o valor matematico que corresponde a uma tensdo ou corrente continua constante que
produz o mesmo efeito de dissipacado de poténcia numa dada resisténcia.

O valor da tensao eficaz ou da corrente eficaz é o valor que produz numa resisténcia o mesmo
efeito que uma tensédo/corrente continua constante desse mesmo valor.

Para a rede elétrica comercial sabemos que o valor da tensao eficaz é 220V/60Hz, o que
corresponde a um valor de pico de:

V, =+/2 Vg =0,707 -220 = 3111V

Na pratica, o que se tem na rede elétrica CA é um sinal senoidal de 60 ciclos por segundo
(60Hz), cuja tensao varia a todo instante desde +311,1V a —311,1V, passando por zero a cada meio
ciclo. A tensdo eficaz de 220V é o valor correspondente a uma tensdo continua constante que
produziria o mesmo efeito da rede CA numa dada resisténcia, como um chuveiro elétrico, por
exemplo.

Um sinal senoidal de tenséo/corrente alternada esta sempre variando e, portanto, o valor
eficaz é apenas uma referéncia matemaética.

A V(1) TENSAO EFICAZ

+vP """"""""""""" ¢
70.7% v, /\ Tensdo Continua que fornece a

mesma poténcia ao resistor

Orn 1n 2n ot

'vp

Figura 3.7.3 - A tenséo eficaz é equivalente a uma tenséo continua que produz o mesmo efeito numa resisténcia.

Observacbes:

e O valor eficaz também €& conhecido como Valor RMS, do inglés root mean square (valor
quadratico médio);

e Os instrumentos comuns de medicdo em corrente alternada (voltimetros, amperimetros e
multimetros) fornecem valores eficazes somente para sinais senoidais;

e Para medir o valor eficaz de uma forma de onda de tensao (ou de corrente) ndo perfeitamente
senoidal devera ser usado um voltimetro (ou amperimetro) mais sofisticado, conhecido como
True RMS (Eficaz Verdadeiro) que é capaz de fazer a integracao da forma de onda e fornecer o
valor eficaz exato para qualquer forma de onda.

e Para uma forma de onda continua constante (de tensao ou corrente, por exemplo) o valor eficaz
€ igual ao valor médio.
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3.8. FATOR DE FORMA

O fator de forma de uma onda é definido pela relagdo entre o valor eficaz e o valor médio
dessa onda:

K — Vef

Vmed,n

Para uma forma de onda senoidal, o fator de forma pode ser dado por:

Vp
K — Vgt _ J2 ﬁ. T T
n
> Vmed,n 2'Vp \/52'Vp 2\/5
i
Ko =111

Observacéo: note que para o calculo do fator de forma de um sinal senoidal foi usado o valor médio
de um semiciclo, ja que o valor médio do ciclo completo é zero.
3.9. FASE INICIAL E DEFASAGEM ANGULAR.

Consideremos trés corredores com a mesma velocidade dando voltas numa pista circular,
como indica a figura 3.9.1:

A deslocamento (m)
wém i

A
Dméx

%nstante t(s)

»
»

# .
05 i A b t

A

Figura 3.9.1 — Descri¢cao do deslocamento de trés corredores numa pista circular

Posicdo Angular

a(’)

Sabemos que, todo movimento circular (harménico) pode ser descrito (projetado) através de
uma sendide. O grafico da figura 3.9.1 descreve o deslocamento vertical dos corredores "A", "B" e
“C” em funcgéo do tempo "t" (ou do angulo percorrido) no mesmo eixo.

Como um movimento circular pode ser descrito por uma sendide, a fungdo que descreve o
deslocamento do corredor "A" no tempo pode ser dada por:

Ca(t)= Dmax . sen (ot)

Porém, o deslocamento do corredor "B" ndo pode ser descrito por Cg(t)= Dmax sen (ot), pois
teriamos Cg(t)= 0 para t=0 o que nao é verdade. Em t=0 o corredor "B” esta na amplitude maxima. O
mesmo ocorre para o corredor “C”.
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Observando com atencao o grafico acima percebe-se que a curva Cg(t) é idéntica a Ca(t),
porém deslocada de 90°(n/2),este deslocamento pode ser descrito pela adicdo de um angulo no
argumento da fungao seno:

Cs(t)= Dmax . sen (wt + 90°)

Este angulo de deslocamento é chamado Fase Inicial 6. Como a fase inicial do corredor A é
zero, dizemos que a fungdo Cg(t) esta defasada de 90° da fungdo Ca(t) ou que a fungdo Cg(t) esta
adiantada em 90° em relagéo a Ca(t).

A equacgao que descreve o deslocamento do corredor “C” pode ser dada por:
Cc(t)= Dmax . sen (ot - 90°)

Dizemos que a fungdo Cg(t) estad defasada de -90° da fungdo Ca(t) ou que a fungdo Cq(t)
esta atrasada em 90° em relagéo a Ca(t).

A Defasagem Angular ¢ é, portanto, a medida em radianos ou graus, que indica quanto
uma funcdo senoidal esta deslocada no tempo (defasada) uma em relagdo a outra tomada como
referéncia, e é dada pela diferenga entre os angulos de fase inicial 6 de cada fungéo:

¢x,ref = ex - 6ref

A equacao acima demonstra a defasagem de uma forma de onda X com relagdo a uma
outra forma de onda, tomada como referéncia.

e Se ¢ for positivo: x esta adiantada da referéncia
e Se ¢ for negativo: x esta atrasada da referéncia

Em andlise de circuitos de corrente alternada, também teremos defasagens entre as
tensbes e correntes. Por exemplo, consideremos que as espiras dos dois geradores de corrente
alternada da figura 3.9.2(a) comecem a girar ao mesmo tempo com a mesma freqiéncia, porém com
angulos de fase iniciais diferentes. A corrente produzida por cada gerador ficaria com a forma da
figura 3.9.2(b).

i (A)
A
Hp |
gerador “A”
45° i | fo° 90°
N 1 [
az‘o ol ' ™ 1(s)
: 0
gerador “B”
_|p
(13-a) (13-b)

Figura 3.9.2 — (a) Dois geradores iguais com mesma velocidade angular, defasados de 45° (b) Gréfico da tens&o gerada

As funcbes matematicas que representam estas formas de onda séo:
i1(t)= Vp sen (ot + 0°)
i2(t)= Vp sen (ot + 45°)

As expressdes matematicas genéricas para a tenséo e para a corrente instantanea, com um
angulo de fase inicial 6, sdo dadas por:

v(t) =V, . sen (ot + 6y)
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i(t)y =1, . sen (ot + 6)

Observacao: Esta representagao é chamada forma trigonométrica.

Podemos dizer que o angulo de fase inicial 6 € o angulo a da posigéo angular no qual inicia um
semiciclo positivo da forma de onda senoidal, com sinal trocado.

0=-a

As figuras 3.9.3, 3.9.4 e 3.9.5 ilustram essa conclusdo.

A

A
v

Figura 3.9.3 - Semiciclo positivo comega em +a=-@. v(t) = V,.sen(w.t-6) — atrasada.

VVQ

Figura 3.9.4 - Semiciclo positivo comega em -a=8. v(t) = V,.sen(a.t+6) — adiantada

cos(a) sen(o)

Figura 3.9.5 - Semiciclo positivo comega em a=-90": v(t) = V,.sen(w.t+90°) = Vp.cos(w.t).

As formas de onda podem estar:

e Em fase: quando as formas de onda cortam o €ixo x no mesmo ponto;

e Defasadas: quando as formas de onda cortam o eixo x em pontos diferentes.
E ainda:

e Adiantada: semiciclo positivo comega a esquerda da origem;

e Atrasada: semiciclo positivo comega a direita da origem;
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e Defasagem: diferenga entre os angulos de fase de duas sendides.

Observacéo: os termos “adiantada” e “atrasada” sé podem ser aplicados para comparar fases de
formas de onda de mesma freqliéncia.

Por convengéo, o angulo correspondente a defasagem angular é dado em graus, como
indica a figura 3.9.3, apesar de a posi¢cdo angular ot ser dada em rad/s. Portanto, deve-se ter o
cuidado de se converter as unidades quando alguma operagao matematica dessa expressao for
necessaria.

v, (t) = 200.sen (ot + 450)

*

i,(t) = 15,0.sen (ot - 900)

PN

Posicdo Angular: Defasagem Angular:
angulo em radianos angulo em graus

Figura 3.9.3 — convencao para representagdo do angulo de fase na expressao trigonométrica.

Exemplo 3.9.1: Determine a defasagem entre os sinais:

v,(t)= 100.sen(100t) = tensdo tomada como referéncia (sem fase inicial)
vo(t)= 40.sen (100t — 60°) = tensdo v, atrasada 60° em relagdo a tensdo vi:

¢ =0,- 04 =-60 -0 =-60°
i,(t) = 2.sen (ot + 450) =  corrente i3 adiantada 45° em relagdo a v;:

¢ =03-0,=45-0=+45°

Questao: A corrente i,(t) esta atrasada ou adiantada em relagdo a tenséo v (t)?

3.10. OsciLoSscOPIO

O osciloscopio € um instrumento que mostra formas de onda de tensé&o. Na figura 3.10.1 vé-se uma
foto de um osciloscépio e na figura 3.10.2 uma tela padrdo de osciloscépio, onde aparecem as
escalas vertical e horizontal. As telas dos osciloscdpios sao divididas em linhas verticais e horizontais
separadas por 1cm, chamadas de divisao.

A escala vertical define a tensao associada com cada divisdo da tela. A escala horizontal define o
periodo de tempo associado com cada divisdo horizontal da tela.

Por exemplo, se a escala horizontal for 50us/divisdo e a vertical for, 5V/divisao podemos determinar
os parametros da forma de onda indicada. Lendo a escala horizontal podemos verificar que o
periodo corresponde a 4 divisoes:

Periodo: 4 divisdes x 50us/divisao = T =200us

1 1
Frequéncia: f = = = — = 5000 = 5kHz

T 200-10-
Verificando a escala vertical podemos ler um valor de pico de 2 divisdes:
Valor de Pico: 2 divisbes x 5V/divisdo = V, =10V
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\Y%
Valor Eficaz: Vg = —> = 10 _ 7,07V

V2

N

Figura 3.10.1 —Osciloscopio.

- ". / 4+
NP4 ANV

- ¥ J

Figura 3.10.2 — tela padrdo de um osciloscopio.

Na tela do osciloscopio, como mostra a figura 3.10.2, também podemos notar uma escala
nos eixos principais, chamada de sub-divisdo, para auxiliar na leitura mais precisa dos valores.

3.11. EXERCICIOS:
3.11.1) Determine o tempo que dura um ciclo e um semi-ciclo de um sinal senoidal cuja frequéncia é
60Hz, 1000Hz e 100,9MHz.

3.11.2) Determine o tempo necessario para uma sendide de tensao da rede comercial percorrer o
trecho compreendido entre Orad e n/3rad.

3.11.3) Qual a freqiéncia obtida em um gerador tetrapolar que gira a 2400rpm?

3.11.4) Quanto tempo um sinal de tensao senoidal de 60Hz leva para atingir 25% do seu valor
maximo? Quanto tempo leva para atingir o seu valor eficaz?

3.11.5) Para uma tensao alternada senoidal cujo valor eficaz € 220V / 60Hz, determine:
a) periodo, velocidade angular, valor de pico, pico a pico, médio e eficaz;
b) valor instantaneo quando a.=60°.
c) valor instantaneo quando t=10ms.

3.11.6) Uma tenséo alternada possui valor meédio igual a 25V e valor eficaz 32V. Qual o seu fator de
forma?
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3.11.7) Qual o fator de forma de uma onda de tensdo alternada triangular com amplitude +10V e
freqUéncia de 1kHz?

3.11.8) Uma corrente alternada de valor eficaz 10A / 60Hz inicia seu semiciclo no instante t=0s.
Determine os instantes de tempo que essa corrente atinge o valor de +5A em um periodo.

3.11.9) Qual o valor maximo de uma tenséo senoidal cujo valor € 10V no instante t=15ms, sendo
sua freqiéncia 100Hz.

3.11.10) Para cada uma das fung¢des abaixo determine os valores de V, ou |, f, o, T, fase inicial e
esboce os graficos de tensao e corrente em fungao do tempo e da posicao angular (v x t; v x
ot;ixt;ixot).

a) v(t)=50 sen(100t) (V)
b) i(t)= 2,5 sen(300t) (A)
c) v(t)=2,0 sen(5000t) (V)
d) i(t)= 0,4 sen(250t) (A)
e) v(t)=230 sen(60t) (V)

3.11.11) Represente graficamente e determine o valor instantdneo da tensdo e da corrente para as
seguintes funcgdes:

a) v(t) =2,0sen(300t), t=10ms

b) v(t) = 3,0sen(100t- 450), t=10ms
c) i(t) =2,0sen(300t + 9090), t=10ms
d) i(t) =10,0sen(100t - 309), t=5ms
e) v(t) = 1,5sen(200t + 809), t=16ms
f) v(t) = 10sen(100nt+n/3), t=15ms
g) v(t) = 15sen (20xrt-30°), t=15ms

3.11.12) Determine a defasagem e represente graficamente os seguintes sinais senoidais:
v1(t)=5sen(100xt+n/3)e v,(t)=8sen(100xt-30°).

3.11.13) Para cada uma das curvas de tensao e corrente dos graficos da figura 3.11.1, identifique os
parametros:

a) periodo, freqiiéncia, freqliéncia angular;
b) valor de pico e pico a pico;

c) fase inicial

d) funcédo matematica

e) defasagem;
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AW
[T o

(a)
g Az
44
S )
t(s)
0 } —Pp
2 4 8 10 12 14, 16 18 /20 22 24 6 28
21
44
6L
(b)

Figura 3.11.1 — exercicio 3.11.10

3.11.14) Dadas as fungbes abaixo, determine os pardmetros e esboce, num mesmo eixo, as curvas
de v ou i em fungao do tempo.

a) v,(t) = 5,0 sen (377t + 30°); i(t) = 3,0 sen (377t - 1800) e v,(t) = 4,5 sen (377t)
b) v,(t) = 100,0 sen (1000t); v,(t) = 60,0 sen (1000t + 90°) e i (t) = 30,0 sen (1000t -45°)

3.11.15) Dados os graficos da figura 3.11.2 determine a fun¢do da tens&o ou da corrente.

s,oo‘V \% w = 100 rad/s
4,00 |
3,00 |
2,00 +
1,00 L

0,00

-1,00 +
-2,00 +

-3,00 +

4,00 -

-5,00 -
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-2,00 +
-3,00 +

4,001

i (A) w = 60 rad/s
77_[/4 9TE/4
| i >
| /4 3n/d 5n/4 wt (rad/s)

Figura 3.11.2. exercicio 3.11.13.

40

Prof. Fernando L. R. Mussoi

CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica



SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 41

4. NUMEROS COMPLEXOS

Para a analise de circuitos com sinais senoidais de corrente alternada, assim como na
analise de circuitos de corrente continua, tensdes e correntes devem ser operadas algebricamente.

Esta tarefa se torna pouco pratica e trabalhosa quando operamos algebricamente equacdes
sinusoidais na forma trigonométrica.

O uso do sistema de numeros complexos permite relacionar sinais senoidais e se constitui
numa técnica pratica, facil e precisa de se operar algebricamente sinais senoidais.

O uso destas técnicas permite a analise de circuitos CA senoidais através da aplicagdo dos
mesmos teoremas e procedimentos usados na analise de circuitos CC.

4.1. PLANO CARTESIANO COMPLEXO

A figura 4.1.1 representa os conjuntos numéricos ja estudados em matematica, onde:
e Conjunto dos Numeros Naturais: N ={0, 1, 2, 3, ... }
e Conjunto dos Numeros Inteiros: Z={ ..., -2, -1, 0, +1, +2, ... }

e Conjunto dos Numeros Racionais: Q = {x/ x = E; peq e Zeqg#0}
q

e Conjunto dos Numeros Reais: R = { racionais e irracionais }

Figura 4.1.1 — Conjuntos dos NUmeros

Ha problemas matematicos que nao possuem solugdo dentro do conjunto dos numeros
reais. Por exemplo:

X =+/-1
O resultado acima nao pertence ao conjunto dos numeros reais.
Um outro exemplo ajuda a visualizar este problema. Seja o sistema de equacbes:

{x +y=10

x-y=40
Resolvendo por substituicdo, temos:

x=10-y

(10-y)-y=40
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~y2+10y-40=0

 —10++/(10)2 —4-(-1)-(-40)
. 2.(-1)

y_—101\/—60

_2
10+ ,/4 - (~15)
y=———
2
10+2-4/-15
Y=

y=5+4-15

O resultado acima também nao pertence ao conjunto dos numeros reais.

Para resolver as equagdes semelhantes as apresentadas nos dois exemplos anteriores foi

criado um nimero imaginario cujo quadrado é igual a -1. O simbolo? *j” é usado para denotar um

numero imaginario. Assim:

P=-1 = j=+-1

Assim, para a equagao do primeiro exemplo:
X = /-1
X = *j
Ha4, portanto duas solugdes para a equagao: x1=+j € Xp,=-j.
Para o segundo exemplo, onde:

y=5+4-15
y=54_r\/—_1-\/ﬁ
y=5%j-15

Com a criagdo do numero imaginario pode-se determinar um novo conjunto denominado
Conjunto dos Numeros Complexos, como mostra a figura 4.1.2.

Q|R]|C

Figura 4.1.2 — Conjuntos dos Numeros, incluindo os Ndmeros Complexos.

% algumas bibliografias utilizam a letra “i” para representagdo de niimero imaginario.
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Como os numeros imaginarios ndo sao numeros reais, ndo sao representados no eixo das
abscissas x, chamado de eixo real de um plano cartesiano, mas no eixo das ordenadas y que é
ortogonal®, chamado de eixo imaginario. Ento:

Um nimero imaginéario esta deslocado de 90° de um namero real no plano cartesiano.

O eixo real x e o eixo imaginario y formam um plano cartesiano chamado de Plano
Cartesiano Complexo, como mostra a figura 4.1.3. Um ponto C qualquer neste plano cartesiano,
representa um Nimero Complexo”.

Um nUamero complexo € um ponto no plano cartesiano complexo.

A cada numero complexo corresponde um e somente um ponto no plano cartesiano
complexo e, reciprocamente, a cada ponto no plano cartesiano complexo corresponde um e somente
um numero complexo.

Numeros reais a esquerda da origem sao negativos e a direita sao positivos. Numeros
imaginarios acima da origem sao positivos e abaixo sdo negativos.

Ha duas formas para representar um numero complexo: a forma retangular e a forma
polar. Ambas formas representam um ponto C no plano complexo, representado pelos seus
componentes cartesianos (projegcdes ortogonais x e y) ou pela magnitude Z do vetor radial tragado
desde a origem até o ponto e o seu angulo 6, medido desde o eixo real.

4 y — eixo imaginario

+

» X — eixo real

- M +

Figura 4.1.3 — plano cartesiano complexo

4.2. FORMA RETANGULAR OU CARTESIANA

Sabemos que um ponto C num plano cartesiano pode ser definido pelas suas coordenadas
(x,y) que sao as projegdes (componentes) ortogonais nas abscissas e nas ordenadas. Assim, um
numero complexo &, portanto, composto por uma parte real x e uma parte imaginaria y, como mostra
a figura 4.1.3.

Um numero complexo na Forma Retangular (ou Cartesiana) é composto por uma parte real e
uma parte imaginaria

A forma retangular de representagdo de um numero complexo é feita pela soma algébrica
de dois numeros que representam as coordenadas do ponto C dadas pelas proje¢des ortogonais da
parte real (x) e da parte imaginaria (y), como indica a figura 4.1.3. Assim:

3 ortogonal: perpendicular, a 90°.

4 complexo: o que é composto de mais de um elemento.
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C=x+Jy

onde:
C — numero complexo na forma retangular;
X — projecao no eixo x (abscissa) referente a parte real;

y — projecao no eixo y (ordenada) referente a parte imaginaria.

Exemplo 4.2.1: representar os niumeros complexos no plano cartesiano:
a)C=5+j3 verfigura4.2.1

Figura 4.2.1 — solug&o do exemplo 4.2.1(a)

b) C=-4+j8 verfigura 4.2.2.

. Re
T ™%

4

Figura A12 — solucéo do exemplo 4.2.1(b)

c)C=4-j4 verfigura4.2.3.

Ay Im
+4
TR

i oy

Figura 4.2.3 — solugéo do exemplo 4.2.1(c)
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O ponto C em um plano cartesiano também pode ser determinado por um vetor radial
tracado desde a origem do plano até o ponto dado e formando um &angulo 6 com o eixo das

abscissas x, como mostra a figura 4.1.3.

Um nimero complexo na Forma Polar € um nimero composto por um vetor e um angulo.

A forma polar para representacdo de um numero complexo, como mostra a figura 4.1.3, é
feita através do vetor radial tracado desde a origem até o ponto, onde a sua magnitude
(comprimento) chama-se mddulo e o angulo descrito desde o eixo horizontal (x) chama-se

argumento. Assim:

C=z/0

onde:

C - niumero complexo na forma polar;

z — mddulo (comprimento) do vetor radial desde a origem até o ponto (z>0);

0 - argumento (dngulo) do vetor desde o eixo horizontal, medido no sentido anti-horario.

Observacéo: O simbolo “£” é usado para indicar o argumento de um numero complexo na forma

polar e Ié-se:”com angulo de” ou “com argumento de”.

Os angulos 6 do argumento sdo sempre obtidos a partir do eixo das abscissas x e deve ser

adotada a seguinte convencao:

Angulos positivos (+) sdo medidos no sentido anti-horario a partir do eixo horizontal x.

Angulos negativos (-) sdo medidos no sentido horario a partir do eixo horizontal x.

Exemplo 4.3.1: representar os nimeros complexos no plano.
a)C=5_.30° ver figura 4.3.1.

0 = 30° » X, Re
Figura 4.3.1 — solugéo do exemplo 4.3.1(a)

b)C=5 -30° ver figura 4.3.2.

Ay Im

Figura 4.3.2 — solugéo do exemplo 4.3.1(b)

c)C=-5.,30°=5,210° verfigura 4.3.3.
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o=+2100/ |\ > x, Re

z=5
C=5,210°

Figura 4.3.3 — solugéo do exemplo 4.3.1(c)

Observacéao:
Um sinal negativo no mddulo indica uma diregao oposta, ou seja:

~C=-2,0=2/0+180°)

4.4. CONVERSAO ENTRE FORMAS

Pela figura 4.1.3 podemos observar que as formas retangular e polar estdo associadas
através das relagdes trigonométricas do tridngulo retadngulo formado pelo vetor z e suas projecoes
ortogonais x e y, como esta grifado na figura.

A forma retangular é composta pelas proje¢des ortogonais real (x) e imaginaria (y), ou seja,
os catetos adjacente e oposto ao angulo 6 do triangulo retangulo xyz, respectivamente.

4.4.1. Converséao de Retangular para Polar

Para transformar um nimero complexo da forma retangular para a forma polar, desejamos
obter a hipotenusa z e o angulo 6 a partir dos catetos adjacente x e oposto y do tridngulo retangulo
xyz. Através das relagdes trigonométricas, temos:

22 :x2+y2

assim, a hipotenusa do tridngulo retangulo xyz é o médulo da forma polar e pode ser dado por:

z=+/x% +y?

sabemos que,

tgezx
X

entdo o argumento da forma polar pode ser dado pelo angulo:

0= tg‘(xj
X

concluimos que um numero complexo na forma polar é:

X

C=2/0= W{tg—(yﬂ

Exemplo 4.4.1: converter os numeros complexos da forma retangular para a forma polar:
a)C=60+j80
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z=1+602 +802 =100

0= tg_(@j =5313°
60

C=100.53,13°

b)C=5-ij5
z=+/5% +(-5)% =/50 =542
(-5
0=tg"| — |=-45°
k [ 5 ]
C =52/ -45°
c)C=-5+j7
z=1(-52+7% =86
0= tg‘1(lj =-54,46°
-5
C = 8,6.£125,54°
Observacao:

Se o numero complexo deve aparecer no segundo, terceiro ou quarto quadrantes, devemos
converté-lo para estes quadrantes e determinar o angulo apropriado a ser associado com o seu
maodulo.

No exemplo 4.4.1(c) o nimero —5+j7 aparece no 2° quadrante e portanto o angulo de —
54,46° deve ser associado a este quadrante ou seja 180°+(-54,46°) = 125,54°.

4.4.2. Converséo de Polar para Retangular

Para transformarmos um numero complexo da forma polar para a forma retangular,
desejamos obter o cateto adjacente x e o cateto oposto y a partir da hipotenusa z e do angulo 6 do
triangulo retangulo xyz indicado na figura 4.1.3. Através das relagdes trigonométricas, temos:

X
cosO=—
z

assim, o cateto adjacente que representa o numero real x, pode ser dado por;

X=2z-c0S0
e
sene:X
z

assim, o cateto oposto que representa o0 numero imaginario y, pode ser dado por;

y=2z-senf

concluimos que um numero complexo na forma retangular é:

C=x+jy=2z-cos0+jz-send)
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Exemplo 4.4.2: converter os numeros complexos da forma polar para a forma retangular:
a) C =200£45°

x =200-cos45° =14142

y =200-sen45° = 141,42
C=141,42 + 141,42

b) C = 30.£-240°
x = 30-cos-240° =-15
y =30-sen—240° = 25,98
C =-15+]25,98

4.5. OPERACOES MATEMATICAS COM NUMEROS COMPLEXOS

Para podermos operar algebricamente numeros complexos, devemos lembrar de algumas
relagbes. Sabemos que, para um numero imaginario:

=1

fazendo:
2 =(=1f =1
ento:
j? =1
e ainda:
1:1.[1'J:L:¢:_J
i) @7 -
ento:
1

4.5.1. Conjugado Complexo

O conjugado de um numero complexo, representado por C’, pode ser determinado
simplesmente pela mudancga do sinal da parte imaginaria na forma retangular ou do sinal do angulo
na forma polar. Seja:

C=x+jy=2/06

entdo o conjugado C" é dado por:

C =x-jy=2/-6
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Exemplo 4.5.1: determine o conjugado dos numeros complexos:
a)C=5+j7 = C'=5-j7
b) C = 100£-30° = C =100£+30°

4.5.2. Reciproco ou Inverso de um numero complexo

O reciproco ou o inverso de um nimero complexo, representado por C™ é dado por:

C‘1—l— 1 1£0°
C x+jy z£6

Essa divisdo de nimeros complexos sera estudada no item 4.5.5.

4.5.3. Adicédo e Subtracdo de nimeros complexos

A adicao (soma) ou subtracdo algébricas de numeros complexos deve ser feita sempre na
forma retangular. Ndo se somam ou se subtraem numeros complexos na forma polar. Uma
transformacéao deve ser feita antes desta operacao algébrica.

Soma e Subtracdo algébrica de niumeros complexos sao feitas na forma retangular.

A regra para soma ou subtragcdo de nimeros complexos na forma retangular é:

Somam-se ou subtraem-se algebricamente as partes reais e as partes imaginarias,
separadamente.

Assim:
Ci+Cyh=(Xqg+]jyq)+(Xg +]y2) =(Xg +X2)+j(yq +Y2)
Ci—Cyo=(Xqg+]jyq)=(Xg +jy2)=(X1 = X2)+i(y1 —Y2)

Exemplo 4.5.2: efetuar as operacdes algébricas com nimeros complexos, sendo C; =3 +j4e C,=5
+ j6:

a)C3=C; + Cy:

C3=C1+Co=(3+j4) +(5+]6)=(3+5)+(j4+]6)=8+j10
b) C; = C; - Cy:

C3=C.;-C,=(3+j4)-(5+j6)=(3-5)+(j4-j6)=-2—j2
C)C3=C1+Cy:

C3=C,+C, =(3+j4)+(5-j6)=(3+5)+(j4-j6) =8 —j2

4.5.4. Multiplicagdo de numeros complexos

A multiplicacdo de numeros complexos deve ser feita na forma polar. Nao € recomendavel
a multiplicacdo na forma retangular, embora possa ser realizada.

Multiplicacdo de niumeros complexos é feita na forma polar.

Consideremos dois numeros complexos na forma polar C;=2z,26, e C, =2,/6,.
Efetuemos a multiplicagao:
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Cy-Cp =(21204)-(2220,)
Na forma trigonométrica:

Cy-Cy =24 -(cosO, + jsend, )-z,(cos 0, + jsend, ) = z; - z,(cos O, + jsend, )- (cos 6, + jsend, ) =
=24 -22(00361 -c0s 0, + jcos b, -send, + jsend; -cos O, +j23en61 -senez)z
= 2,-2,[(cos 0, -cos 6, —senb, -send, )+ j(cos 0, - send, +send, -cos 0, )| =

Das identidades trigonométricas conhecidas, temos:
cos 0, -cos 0, —senbd, -send, = cos(6 +6,)
cos 0, -send, +send -cos 0, =sen(0; +0,)
Substituindo:
Cy-Cp =24-2,[cos(04 +0,)+jsen(0, + 0, )]
C1-Cp=21-2,2(81+6,)

Portanto, a regra para multiplicacdo de numeros complexos na forma polar é:

Multiplicam-se os mddulos e somam-se algebricamente os angulos.

Assim:

C1 'C2 = 21491 '22492 =24 '224(91 + 62)

Exemplo 4.5.3: efetuar as operacgdes algébricas com nimeros complexos, sendo C; = 10.45°e C, =
20.230°.

a) C3=C1xCy:
C3;=Cy X Cy = 10245° x 20.30° = 10x20 (45°+30°) = 200 75°
b) Cs=Ci X Cy:
Cs=C1 X Cp = 10.445° x 20.230° = 10x20 (-45°+30°) = 200 ~15°

Também podemos multiplicar nimeros complexos na forma retangular utilizando-se a
propriedade distributiva. Assim:

Ci-Cor=(xq+]jyq)-(xa+jya)= (X1X2)+j(X1Y2)+j(Y1X2)+j2(Y1y2)=
= (X9X2) +j(XqY2) + (Y1X2) + (=1)(Y1Y2) = X4X3 = Yq¥Y2 + - (X4Y2 +X2Y1)

Ci-Cy =Xx4Xg —yqY2 +]-(Xqy2 +X2Y4)

Propriedade: o produto de um numero complexo pelo seu conjugado € um numero real. Seja
C=x+jy. Assim:

*

C-C" =(x+]jy)-(x—jy)=x? —jxy + jxy — j°y? = x* —(-1)y?

C-C =x%+y?

O mesmo raciocinio é valido para a forma polar.

4.5.5. Divisdo de numeros complexos

A divisao de numeros complexos deve ser feita na forma polar.
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Divisdo de numeros complexos é feita na forma polar. ‘

A regra para divisao de niumeros complexos na forma polar é:

Dividem-se os médulos e subtraem-se algebricamente os angulos. \

Assim:

&:—21491 :ﬂl(e ~0,)
Co z,40, 1z, e

Exemplo 4.5.4: efetuar as operacGes algébricas com nimeros complexos, sendo C; =10.445°e C, =
20.730°.

a) C3=Cy1/Cy:
Cs=C1/ Cy = 10.445° / 20.230° = 10/20 (45°-30°) = 0,5 ~15°
b) C3=C1/Cy:
Cs=Cy/ Cy =2030°/10.-45° = 20/10 A30°-(-45°)) = 2 75°

4.5.6. Potenciacdo de numeros complexos

[T 1]

Consideremos o complexo C = z~/6. Dado o numero natural nao nulo “n”, temos:
C"=(C-C-...C) =2z-z-....2[£0+ £0+...+ £0]
C"=2z"/(n-9)
Esta equagdo é conhecida como Férmula de Moivre.

Exemplo 4.5.5: Efetue as operagdes:
a) C=(2230° ] = (2% )(3-30° )= 8.200°

b) C=(3+j4)* =32 +2-3-j4 +(j4)° =9+j24+(j2 -16)=9+j24+(—1-16)=—7+j24

4.6. EXERCICIOS

4.6.1. Represente os numeros complexos num mesmo plano cartesiano e obtenha a forma polar:
a) C4=5+j2

b) C,=4-3
c) Cs=j4
d) Cs=-141
e) GCs=2

f)  Ce=-7-7

g GCy =43 -J-16

4.6.2. Represente os numeros complexos num mesmo plano cartesiano e obtenha a forma
retangular:

a) C;=5.30°
b) C,=2,180°
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c) Cz=4,45°
d) C,=3.-60°
e) Cs=6.-150°
f)  Ce=2,5290°

4.6.3. Determine o argumento e o moédulo dos numeros complexos a seguir e os represente
geometricamente no plano cartesiano:

a) C=i4
b) C=-2+j23
4.6.4. Faca as operagodes algébricas com os numeros complexos:
a) (6+j9)+(2))=
b)  (6-)+(4+2)=
c) (2,5+j3,5)-(2,5-j4,5)
d) (4+).(2+j3)=
e) (1+)).(2-)).(3+j2)=
f) (5+2)°=
g (2+)-()'=
4.6.5. Calcule a e b, para que (4+j5)-(-1+j3)=a+jb
4.6.6. Determine o conjugado de:
a) C=(3+))-(2+j5)=
b)  C=(1-)).(3+)).(-1)=
4.6.7. Determine o CeC, tal que: 2C+3C*=4-j
4.6.8. Dados os complexos C,=3+j4 e C,=6-j8, determine:

a) |C1.C2|=
b) |Cy-Cyl=
c) |C4/Cy=

d) [|(2C4+Cy)/(C1+Cy)|=
46.9. Seja C;=2£135° C, =4,60°, C; =12£-30° e C4=3-j4, calcule:
a) (C1.C2)/C3=

b) Cqi+Cx-Cs=
c) (C1.C3")-Co=
d) C/Cs=

e) Ci-Co=

f)  (3Cy.C,).(C3.4C4)/(2C,-C3)=

4.6.10. Prove matematicamente (literal - sem numeros) que o produto de um numero complexo na
forma polar pelo seu conjugado € um ndamero real igual ao moédulo ao quadrado.

4.6.11. Prove matematicamente (literal — sem nameros) que & = 21201 = 2—14(61 - 92).
Co, 72,46, 1z,
4.6.12. Calcule:
a) j'=
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b) =

c) (1+)=
d  (1+3)°=
e) (14)*=
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5. REPRESENTACAO FASORIAL DE SINAIS SENOIDAIS

Neste capitulo sera apresentada uma pratica ferramenta grafica e matematica que permitira
e facilitara as operagbes algébricas necessarias a aplicagdo dos métodos de calculo e analise de
circuitos elétricos que operem com sinais senoidais de tensdo e de corrente de mesma
freqiiéncia. Este método faz uso de um vetor radial girante denominado Fasor.

5.1 INTRODUCAO

Ja sabemos que podemos representar sinais de tensido e de corrente alternadas senoidais
através das seguintes expressbes matematicas no chamado dominio do tempo ou dominio
temporal, pois sao fungéo do tempo:

e Tensao instantanea: v(t) =V, .sen (w.t +6y)
e Corrente instantanea: i(t)y=1,.sen (w.t£0)

Estas expressdes matematicas para tensbes e correntes, na forma trigonométrica do
dominio do tempo, ndo permitem métodos praticos para a analise de circuitos elétricos, pois ndo sao
faceis de serem algebricamente operadas.

Exemplo 5.1.1: Sabemos que poténcia elétrica € o produto da tensdo pela corrente. Obtenha a
equacgado da poténcia elétrica multiplicando a tensao instantanea v(t)=10sen(100t) pela corrente
instantanea i(t)=2sen(100t-60°):

Resolvendo, temos:
p(t) = v(t) -i(t) = 10sen(100t) - 2sen(100t + 60° ) = 20 - sen(100t) - sen(100t + 60°)
A questao é: como multiplicar os dois senos de angulos diferentes?
A resposta esta no uso das chamadas identidades trigonométricas. Algumas delas estao
apresentadas no anexo A1. Para o produto de senos temos:
sena. - senp = % -[cos(a - B) - cos(a + B)]

Assim:

p(t) = 20 - sen(100t) - sen(100t + 60° ) = % : {005(1 00t — 100t + gJ - 003(1 00t + 100t + gﬂ

o(t) = | cos| = | - cos| 200t + E) -0,5-|0,5 - cos| 200t + E) =025 cos(ZOOt + Ej
2 3 3 3 3

Podemos concluir que uma simples multiplicacao de dois sinais para a determinagao da
poténcia num circuito ndo € uma operagao tao simples e evidente.

Exemplo 5.1.2: Sabemos que numa malha de um circuito elétrico devemos somar as tensdes. Some
os dois sinais de tensdao na forma trigonométrica e obtenha as formas de onda, sendo
v1(t)=10sen(100t)) e v,(t)=15sen(100t+60°).

Para somarmos algebricamente tensdes senoidais e obtermos a forma de onda resultante
uma solucao pouco pratica e trabalhosa seria fazer esta operagcdo de soma ponto a ponto das curvas
senoidais, ao longo do eixo das abscissas, como mostra a figura 5.1.1. Outra solucdo seria
operarmos os sinais buscando alguma identidade trigonométrica. De ambas as formas, concluimos
que esta tarefa ndo é simples, nem rapida e nem evidente.
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v4(t) + v, (t) = 10sen(100t) + 15sen(100t + 60°)

25

20 4

15 1

10 A1

5 30 60 90 120 1 180 10 240 270 300 330 360

tenséao (V)
o

-10 4

-15 4

-20 4

-25

graus
——v] —w—vy2 ——v1+y2

Figura 5.1.1 — soma de senodides ponto a ponto

Precisamos, portanto, encontrar uma ferramenta que nos facilite as operacbes algébricas
com sinais senoidais de tensbes e correntes para que possamos fazer uma analise rapida e correta
de circuitos elétricos.

No estudo do capitulo 3, pudemos perceber que os parametros mais importantes dos sinais
de tenséo e de corrente alternadas s&o:

e Valor de Pico: Voelp
e Valor Eficaz: Vet € let
e Velocidade Angular: ®
e Frequéncia: f
e Periodo: T
e Fase Inicial: 0

Sabemos que todo o sistema elétrico do Brasil opera a uma mesma frequéncia (60Hz). O
que diferencia em algumas regides sado as tensodes (110; 127; 220; 227V, por exemplo). Da mesma
forma, no método que sera apresentado, se todas as fontes de tensédo e de corrente de um circuito

possuirem a mesma freqiéncia angular o poderemos omitir o na representacdo da tensao “v” e da
corrente “”

Seja, por exemplo, o circuito da figura 5.1.2, com trés fontes de tensao alternadas operando
com mesmas freqiiéncias angulares ®=200rad/s, onde:

e vy(t) = 10.sen(200.t + 0°)
e Vy(t) =5,0.sen(200.t + 45°)
e v(t) = 20.sen(200.t + 90°)

Todas as trés fontes apresentam a mesma freqiéncia angular ® = 200 rad/s. Desta forma, ®
nao diferencia as tensdes e pode ser omitida na representacéo de v, v, e vs. A diferenciagao entre
estas tensdes devera ser feita, entdo, em fungéo da tenséo de pico V, (ou da tenséo eficaz V) e do
angulo de fase inicial 6 de cada fonte.
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Sera apresentado neste capitulo, um método para representacdo de sinais senoidais, de
mesma freqiéncia, que permita facilidade nas operagdes algébricas necessarias a analise e calculo
de circuitos de corrente alternada. Esse método é chamado Representacdo Fasorial de Sinais
Senoidais.

1
V()

@ vi(t) vs0( Ny

Figura 5.1.2: circuito com trés fontes de tensdo operando a mesma freqiiéncia [1]

5.2. FASOR

Do estudo da Fisica, sabemos que um ponto se deslocando em um movimento circular
uniforme (movimento harmdnico) pode ser representado através de suas projecées num plano
cartesiano formando uma sendide, como mostra a figura 5.2.1. A reciproca também é verdadeira, ou
seja, uma sendide pode ser representada pelas projegdes de seus pontos como um ponto girando
em um movimento circular uniforme.

Um movimento harmdnico giratorio pode ser descrito por uma sendide e vice-versa.

1 v(ot)
foor WO Ve
1200550 L ,,600\
\ 90° ¢ ¢
150 30°
o
i : 210°240°270°300° 330° 360°
180°%" Vo i0° 07| 30° 60° 90° 120°150° 15Q° wmot
'- ¢, rad)
210°% / \ ek kv
240° . 300°
270° Vo

Figura 5.2.1: Projecdes de valores instantaneos de um sinal senoidal [3]

Cada ponto de uma senoide pode ser representado por um vetor de médulo constante numa
posicao diferente, como indicado na figura 5.2.1. A medida que a sendide é descrita o vetor assume
posicoes diferentes. Quando a sendide completa um ciclo, o vetor descreveu um giro completo e se
encontra na mesma posigao inicial novamente. Este vetor é, portanto, um vetor girante. Se o ciclo
da sendide foi descrito num dado intervalo de tempo (periodo T), o vetor deu uma volta completa no
mesmo periodo da sendide. Assim, podemos concluir que para uma dada freqléncia f do sinal
senoidal, o movimento harménico (giratério) do vetor possui a mesma frequéncia e, portanto o vetor
gira no sentido anti-horario com a mesma freqiiéncia ou velocidade angular » da sendide.
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Analisando a figura 5.2.1 podemos observar que o ponto C, em qualquer posi¢cao angular do
seu movimento giratério, forma um vetor radial girante cujo médulo é constante e igual ao valor de
pico (amplitude) da sendide. Entéo:

Uma sendide pode ser descrita por um vetor radial girante com modulo igual a sua amplitude
(valor de pico) e mesma freqiéncia angular ®

A cada ciclo completado da sendide, o vetor radial girante volta a sua posicao inicial. Se
observarmos a projecao do valor da sendide no instante inicial t=0 ou na posicdo angular inicial
a=wt=0°, o vetor radial girante esta posicionado a um determinado angulo em relagdo ao eixo x.
Apds um periodo T (360°) o valor estara na mesma posicdo de partida. Podemos observar que este
angulo corresponde ao angulo de fase inicial 6 da sendide.

A cada periodo ou ciclo completado o vetor radial girante esta sempre na mesma posi¢cao
angular inicial 6.

Se o ciclo da sendide iniciar adiantado, o angulo de fase inicial 6, € positivo. Se o ciclo da
sendide iniciar atrasado, o angulo de fase inicial 6, € negativo, conforme ilustra a figura 5.2.2.

(b)

Figura 5.2.2: angulo inicial do vetor radial girante: (a) adiantado, @ positivo; (b) atrasado, & negativo [3]

Considerando que este vetor radial:
e gira a mesma freqiiéncia angular o constante da sendide de origem;
e possui mesma freqliéncia f e periodo que a sendide de origem;

e a cada volta se encontra na mesma posicao inicial correspondente ao angulo de fase inicial 6 da
senoide de origem

e possui um modulo constante e igual ao valor de pico V, da sendide de origem;
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Entdo esse vetor girante possui os mesmos paradmetros que descrevem a sendide e
considerando uma dada frequéncia, para defini-lo basta o seu mdédulo e o seu angulo de fase inicial.
A este vetor radial girante chamamos de Fasor.

Fasor é um vetor radial girante com frequéncia o, com médulo igual ao valor de pico Vp e com
angulo de fase inicial 0, que representa uma sendide de iguais parametros.

Assim, os sinais senoidais de tensao e corrente também podem ser representados através
de vetores girantes, chamados Fasor Tenséo e Fasor Corrente, como indica a figura 5.2.2.

Um fasor pode ser entendido como um vetor preso em uma das suas extremidades e
girando, como os ponteiros de um relégio, a uma velocidade angular & dada em radianos por
segundo. Se a extremidade presa do vetor girante for a origem de um plano cartesiano x-y pode-se
tragar as projegdes x e y de cada instante do deslocamento de sua extremidade livre (ponta da seta)
neste plano, como mostra a figura 5.2.1. A projecao do fasor no eixo y € uma fungao seno que
representa a amplitude instantadnea da sendide resultante, como ilustra a figura 5.2.3. A amplitude
maxima (valor de pico) correspondera ao modulo do fasor. Assim, a projecéo y pode ser dada pela
funcao senoidal:

y =v(t) =V, .senw.t ou y=v(a)=V,.sena
e os valores instantaneos (amplitudes) podem ser calculados da seguinte forma:

a=0° = Vv(a)=V,.sen0°=0

a = 30° = Vv(a)=V,.sen30°=0,5.V,
a = 60° =  Vv(a)=V,.sen60°=0,866.V,
a=90° = v(a)=V,.sen90°=1YV,
a=120° =  v(a)=V,.sen 120°=0,866.V,
a=150° = v(a)=V,.sen 150°=0,5.V,
a=180° = v(a)=V,.sen180°=0
a=210° = v(a)=V,.sen210°=-0,5.V,
a=240° =  v(a)=V,.sen 240°=-0,866.V,
a=270° = v(a)=V,.sen270°=-1.V,
a=300° = v(a)=V,.sen 300°=-0,866.V,
a=330° = v(a)=V,.sen330°=-0,5.V,
a=370° = v(a)=V,.sen370°=0
Projecéo y

funcao senoidal .-
v(t) ™K
Fasor

:"'.:vetor girante
. > 1

Figura 5.2.3: Diagrama Fasorial e as projecdes do fasor de um sinal senoidal.
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Os fasores sao representados graficamente através de diagramas fasoriais, como mostra
a figura 5.2.3. Se o diagrama fasorial representar apenas a posi¢cao do fasor no instante inicial, o seu
modulo corresponde ao segmento OC na figura 5.2.3 e representa o valor de pico da sendide. O
angulo desse fasor corresponde ao angulo de fase inicial 6 da sendide. A projecdo sobre o eixo y
representa a amplitude da sendide no instante inicial t=0. Portanto, a fungcdo que este fasor
representa é:

v(a) =V, . sen (o £ 0)
ou em fungéo do tempo:
v(t) =V, .sen (o.t£0)

Exemplo 5.2.1: Representar graficamente os sinais senoidais através do diagrama fasorial e de sua
projecao senoidal:

v(t) = 10.sen(100t + 0°) V
i(t) = 5.sen(100t + 45°) A

Solucdo: O fasor V correspondente ao sinal senoidal v(t) deve ser posicionado sobre o eixo X, pois o
seu angulo de fase inicial é 6=0°, e deve ter mddulo igual a 10 unidades da escala adotada, como
mostra a figura 5.2.4. O fasor | correspondente ao sinal senoidal i(t) deve ser posicionado a +45° a
partir do eixo x e deve ter médulo de 5 unidades da escala adotada, como mostra a figura 5.2.4.

y — eixo imaginario
A

»X — eixo real

fasor V

Figura 5.2.4: diagrama fasorial para os exemplos 5.2.1 e 5.2.2.

Observacédo: Um diagrama fasorial pode conter um ou varios Fasores (varios sinais senoidais)
desde que sejam todos de mesma frequéncia.

Exemplo 5.2.2: Do diagrama fasorial da figura 5.2.4, obter a defasagem entre os sinais senoidais
correspondentes aos fasores V e I:

Solucédo: o fasor corrente | estd adiantado de 45° do fasor tensdo, pois $=45°-0°=45°. Também
podemos dizer que a tensio esta atrasada de 45° da corrente.

Exemplo 5.2.3: Um fasor de tensdo de moddulo 10 descreve uma rotacdo completa em 0,02s
partindo da posigo inicial -30°. Determine:

a) o diagrama fasorial para o instante inicial e obtenha o comportamento senoidal desse sinal;
b) o angulo em que a tensao é 10V.

c) afreqléncia angular e a expressao matematica para as variagdes instantaneas desse sinal;
d) o valor da tensao no instante t=0s;

Solucgédo: o fasor tem mddulo de 10V e parte de -30° (ou —n/6 rad). Sua representagéo grafica fica
como apresentada na figura 5.2.5(a). Como a fase inicial € de 0=-30° a sendide comega 0 seu
semiciclo positivo no angulo a=+30°.
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O valor de pico positivo (10V) ocorrera em 90°+a=120° e assim por diante, como mostra o
grafico da figura 5.2.5(b).

Como a rotagao é completada apés 0,02s, a frequéncia angular pode ser determinada por:

o=2nf = 2%~ 2" _34416rad/s
T 002

A funcao instantanea para este sinal é dada por:
v(t) = Vpsen(ot + 0) =10sen(314,16 - t - g)
No instante t=0s a funcao senoidal assume o valor:
v(t) = 10sen(314,16 - t —g) = 10sen(314,16 -0 —%) = 1OSen(—g) =10.05=5

Também podemos obter o valor inicial de v(t) para t=0 através da projecao do fasor sobre o
eixo vertical (y) do diagrama fasorial:

v(0) = y(0) =10 cos(-30°) =10 - (-0,5) =5

Y, v(ot)
| S ‘+10
-------------- D
K ot(°)
-30° iOF /300 120° 210°\ 390°
v(o)=_5" :.-.’
10~ 15
(@) e 16 +« (b)

Figura 5.2.5: solucé@o do exemplo 5.2.3. (a) diagrama fasorial e (b) forma de onda

5.3. REPRESENTACAO FASORIAL cOM NUMEROS COMPLEXOS

Como vimos, um método mais pratico e eficiente para representacao grafica de sinais
senoidais faz uso de um vetor radial girante denominado Fasor. Para que estes fasores permitam
facilidade nas operagbes algébricas dos sinais que eles representam, como na aplicagao dos
métodos de andlise de circuito elétricos de corrente alternada, € necessaria uma ferramenta
matematica para representar tais fasores. Esta ferramenta faz uso dos nimeros complexos e de sua
algebra.

Como estudado no capitulo 4, um nimero complexo representado na forma retangular (ou
forma cartesiana) € um numero composto por uma parte real e uma parte imaginaria:

C=x+jy

Um numero complexo representado na forma polar € composto por um modulo de um vetor
radial e um angulo (ou argumento).

C=z/0
onde:
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X —numero real

y — numero imaginario

j — operador imaginario ( j = J-1)
z — moddulo

0 - angulo ou argumento.

Um fasor é um vetor radial tragado desde a origem cujo modulo (comprimento) € constante
e corresponde ao valor de pico do sinal senoidal e cujo angulo formado com o eixo das abscissas
corresponde a fase inicial 6 do sinal senoidal no instante inicial t = 0.

Se este fasor, que é um vetor radial, for tragado num plano cartesiano complexo, como
mostrado na figura 5.3.1, podemos perceber que ele forma um tridngulo retdngulo com o eixo real x e
podemos representa-lo matematicamente através de nimeros complexos, tanto na forma polar como
na forma retangular.

y — eixo imaginario
A

i _ cateto oposto

hipotenusa > 654

= »X — eixo real
X

| cateto adjacente

Figura 5.3.1 — representacdo de um fasor no plano cartesiano complexo.

Portanto, uma fung¢ao senoidal no dominio do tempo dada por:
v(t)=V, -sen(o-t+0)

pode, entdo ser passada para o chamado dominio fasorial e transformada num fasor representado
através de um numero complexo na forma polar, tal que o médulo corresponde a um valor fixo que
identifique a sendide como o valor de pico ou o valor eficaz (que é proporcional ao valor e pico e
constante) e o argumento corresponde ao angulo de fase inicial:

V=V,/+0
ou
\’/:ﬁzie
J2
V=V, 210
onde:

V - fasor representado por um nimero complexo;
V,, — valor de pico (amplitude) do sinal senoidal de origem;

0 - angulo de fase inicial do sinal senoidal de origem.

Um fasor é um nimero complexo na forma polar.
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Importante: como o valor eficaz (rms), em vez do valor de pico, é usado mais freqientemente na
especificacao e analise de dispositivos e circuitos elétricos de corrente alternada e que, para sinais
senoidais é valida e constante a relagao:

Vp :Vef“\/Ey

a representacao fasorial de sinais senoidais de tensado e corrente pode usar o valor eficaz como
modulo do fasor, permanecendo o mesmo angulo de fase para o argumento. Assim:

Fasor Tenséo: V =V 26,

onde:

V - fasor tensdo (Volts);
V¢ — tensao eficaz (Volts);

0, — angulo de fase inicial do sinal senoidal de tenséo (graus ou radianos)

A aplicagao desse raciocinio também é valido para sinais senoidais de corrente, entao:

Fasor Corrente: = les £6;

onde:

| - fasor corrente (Ampéres);
V¢ — corrente eficaz (Ampéres);
0; — angulo de fase inicial do sinal senoidal de corrente (graus ou radianos)

Como um fasor € um numero complexo, também podemos representa-lo na forma
retangular, usando as projegdes x e y, como mostra a figura 5.3.1. A conversao de um fasor na forma
polar para a forma retangular e vice-versa através dos procedimentos apresentados no capitulo 4.

Exemplo 5.3.1: Na figura 5.2.4, considerando-se 0 eixo x como eixo real e 0 €ixo y como eixo
imaginario, representar os fasores através de numeros complexos, na forma polar e na forma
retangular.

Solucéo: para o fasor V o seu médulo é 10 e o seu angulo é 0°, entdo na forma polar:
- 10 o o
V=—,0°=7072£0" V

V2

e para o fasor | o seu médulo é 5 e o seu angulo é +45°, entao na forma polar:
-2 /4450 =354/ +45° A

2

para obtermos a forma retangular devemos obter as proje¢cdes dos fasores nos eixos x e y. Assim
para o fasor V:

x=£-coso° =£=7,07

2 J2

.sen0° =0

y-10
V2

entao:
V=707+j0V

e para o fasor I:
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X =i-cos45° =25
2
y= S sen45° =25
V2
entao
1=25+j25A

Exemplo 5.3.2: transforme para o dominio fasorial os sinais senoidais:

a) v(t)=311-sen(377 -t)V =  V=220,0°V
b) i(t)=10-/2 -sen(wt+30°)A =  i=10£30°A
c) v(t)=50-cos(ot-15°)mV = V= 2475°mv

V2

Exemplo 5.3.3: transforme para o dominio do tempo os seguintes fasores:

a) i =110,60°uA = i(t)=110-+/2-sen(wt +60°) LA

b)V =20/ —45°V = Vv(t)=20-2-sen(wt-45°)V

5.4. OPERACOES MATEMATICAS COM FASORES E DIAGRAMAS FASORIAIS

A representacao fasorial € importante na analise de circuitos elétricos pois permite realizar
facilmente diversas operacbes matematicas entre tensoes, correntes e poténcias, sem usar a fungao
do dominio do tempo (expressdes trigonométricas) ou a representagao grafica da onda.

A representagdo trigonométrica permite algumas operagdes matematicas usando
equacbes chamadas identidades trigonométricas, mas dificultam os calculos.

Considerando que sinais senoidais de tensdao e de corrente podem ser representados
através de fasores e estes, por sua vez, podem ser representados por niumeros complexos, podemos
opera-los através da algebra aplicavel aos numeros complexos. Feito isso podemos converter
novamente o fasor resultante para o dominio do tempo e encontrarmos novamente uma funcao
senoidal. A figura 5.4.1 representa esse procedimento.

Fasores podem ser operados através da algebra dos nimeros complexos.

Formas de Onda

I

Dominio Fasorial

Dominio Fasorial

Dominio do Tempo

Dominio do Tempo

a

I

JL

Funcéo Instantanea

Funcéo Instantéanea

I

V(t) = Vp.sen(wt £ 6)
i(t) = lp.sen(wt + 0)

"

FASOR FASOR
l Operacgéo
- Algébrica
V=V, Z+6, de V=VeZ£0,
I=lgs £ +6, Numeros I=lgs £ £6;

v(t) = Vp.sen(wt £ 6)
i(t) = lp.sen(wt £ 6)

Formas de Onda

Figura 5.4.1 — seqliéncia para operacges algébricas de sinais senoidais usando fasores.
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Observacdo: Na notagdo fasorial a funcdo seno é sempre a referéncia e a freqiiéncia nédo é
representada, portanto:

| A algebra fasorial para sinais senoidais é aplicavel somente para sinais de mesma fregiiéncia.

A representacéo fasorial através de numeros complexos na forma retangular e na forma polar,
permite todas as opera¢g8es mateméaticas mais direta e facilmente e segue as mesmas regras para
operagdes com numeros complexos estudadas em matematica.

Observacao: E possivel transformar nimeros complexos da forma de polar para a forma retangular
e vice-versa. Por exemplo, podemos transformar um fasor tensdo na forma polar para a forma
retangular e vice-versa, como demonstrado na figura 5.4.2.

X = Ver.C0S0 Y = Ver.5€n0

Vg =yx2+y2 0= arctg%

FORMA POLAR FORMA RETANGULAR

Figura 5.4.2 — transformacéo de polar em retangular e vice versa.

O diagrama fasorial permite somente operacdes gréaficas de adi¢cdo e subtracdo. Elas
podem ser realizadas pelo mesmo processo usado para soma e subtracdo de vetores através do
Método do Paralelogramo. Assim como para os vetores, podemos efetuar a soma de dois fasores
de forma grafica ou analitica, como mostra a figura 5.4.3:

Figura 5.4.3 — soma de fasores pelo método do paralelogramo

Analiticamente, efetuamos a soma através da aplicacdo da equacéo trigonométrica:

Vg =V +V2 +2.V, -V, -cosa

O angulo do fasor resultante pode ser dado por:

o =tan™’ V, -sena
V4 +V,-cosa

Exemplo 5.4.1: some e subtraia os sinais senoidais Vv4(t)=20- \/E'sen(377t+45°) e
Vo (t)=40-/2 -sen(377t-30°):
Solugao: transformando em fasores, temos: V; = 20,45°V e V, =40/ -30°V.

Como devemos somar e subtrair os sinais, devemos operar estes nimeros complexos na forma
retangular. Assim, transformando para a forma retangular:
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Vi =1414+1414V e V, =34,64—j20 V.

Fazendo a operacédo de soma temos:

Vi+V, = (1414 + [14,14)+ (34,64 — j20) = (14,14 + 34,64)+ j(14,14 — j20) = 48,78 - j5,86 V
Fazendo a operacéo de subtragdo temos:

V=V, = (14,14 + [1414)— (34,64 — j20) = (14,14 —34,64) + j(14,14 + j20) = 20,5 + 34,14 V
Transformando os resultados das operac¢des para a forma polar, obtemos os fasores:

V,+V, =4913/-6,85°V
V-V, =39,82/120°V
Reescrevendo os sinais senoidais no dominio do tempo, temos:
Vi(t)+V,(t) =4913-4/2 - sen(377 -t —6,85°)V

v(t)= Vv, (t) =39,82.4/2 .sen(377 -t +120°) V
A partir dos sinais senoidais no dominio do tempo, as formas de onda podem ser tragadas, como
indica a figura 5.4.4.

Podemos perceber como a algebra fasorial facilita as operagbes com os sinais senoidais
que, na forma trigonométrica, apresentam maior complexidade.

80

[ [
| |

|
| |
| |
| |
‘ |

T T T T T T T
120 159 180 210 240 270 200 330 B0
|
|

tenséo (V)

graus
—o—vy] —m—vy2 —a—vy1+v2 —¢—v1-v2

Figura 5.4.4 — gréfico para o exemplo 5.4.1.

Exemplo 5.4.2: Some os fasores do exemplo 5.4.1 aplicando as equacgdes trigonométricas.

Vg =|VZ +VZ +2.V; -V, -cosa =202 +40% +2.20 40 -cos 75° = 49,13

o=tan-! V, -sen¢ :tan‘1( 20-sen75 j:23150
Vi +V,-cose 40 +20-cos75 ’
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este angulo € o angulo entre a resultante e o vetor V4, entdo deve ser corrigido para obtermos o
angulo a partir do eixo x:

o= -30° +23,15° =—-6,85°
entdo a resultante é:
Vg =49,13/-6,85°

A figura 5.4.5 mostra a soma grafica dos fasores do exemplo 5.4.2.

A

Figura 5.4.5 — Soma gréfica dos fasores do exemplo 5.4.2.

5.5. TABELA RESUMO

De acordo com o que estudamos, podemos concluir que ha quatro maneiras de
representarmos um sinal senoidal: através do grafico da forma de onda, do diagrama fasorial, da
expressao matematica trigonométrica e dos fasores.

A forma de onda é a representacdo mais visual, mostrando a variagdo periddica do sinal
através dos graficos em funcédo do tempo ou em fungédo do angulo. O osciloscopio € o instrumento
utilizado para visualizarmos a forma de onda de um sinal elétrico de tens&o.

O diagrama fasorial é uma forma grafica simplificada de representarmos o sinal senoidal,
permitindo fazermos operagdes graficas de soma e subtragido entre varios sinais de tensado ou entre
sinais de corrente.

A expressao matematica na forma trigonométrica representa a fungao de forma completa,
mostrando todos os detalhes do sinal e permite a determinagao dos seus valores instantaneos.

A representacao de sinais senoidais através dos fasores utiliza os nimeros complexos e é
a forma mais simplificada da fung¢ao, contendo apenas a amplitude e o angulo de fase inicial do sinal.
Essa representacdo permite faciimente operagdes de soma, subtragcao, multiplicagao e divisdo entre
varios sinais elétricos.

A tabela 5.5.1 apresenta um resumo das representagdes matematicas para os sinais
senoidais de tensao e corrente.
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Tabela 5.5.1 — Representa¢ces Matematicas de Sinais Senoidais

Tenséao (V) Corrente (A)

Valor Instantaneo
Dominio do Tempo v(t)=V, -sen(o-t+0,) i(t)=1, -sen(w-t+0;)

Forma Trigonométrica

Fasor
Dominio Fasorial V =V 26, | =1g5 26

Forma Polar

Fasor
Dominio Fasorial . _ . )
Forma Retangular V =V -cosO, +j- Vg -senb, | =1y -cosO, + -l -senp,

(Cartesiana)
Valor Eficaz V

—_P |, =P
(Médio Quadratico, RMS) J2 of = 2

5.6. EXERCICIOS:

5.6.1. Determine os fasores para os seguintes sinais senoidais e os represente através do diagrama
fasorial:

a) v4(t)=15-sen(120-7-t+30°)
b) v2(t)=\/5-115-sen(100-n-t—%j
c) v4(t)=311-sen(377-t)

5.6.2. Dados os graficos e fungdes abaixo [1]:

a) determine o periodo, freqiéncia, velocidade angular, fase inicial, valor de pico, pico a pico,
valor eficaz e valor médio;

b) tome um sinal como referéncia e verifique as defasagens em cada grupo de sinais;

c) represente os sinal através de fasores (forma polar e retangular) e elabore o diagrama fasorial
para cada conjunto de sinais de tensao e corrente;

[) v1(t) = 8,0sen(500t + 250)V; v2(t) = 4,5sen(500t)V; i1(t) = 1,0sen(500t - 135°)A

I1) i,(t)=10sen(400t+60°)A; i(t)=8,0sen(400t-450)A; v, (t)=12sen(400t-450)V; i (t)=7,0sen(400t)A.

1) v, (t)=5,0sen(400t)V; vz(t)=2,0sen(400t-90°)V; [ 1(t)=2,53en(400t-300)A;
v,(t)=3,5sen(400t+1800)

V)
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f v,i (V,A)

6 o]

t(s)
0 1 - : : 1 } 1 1 1 1 1 —p
Q 2 4 6 8 0\12 1 16 18 /20\ 22 24 6 28

15 L Vi(V,A)

20 22/ 24 26 28

10 L

15 L

V)

o T vew Y
!

wt (rad/s)

—

5.6.3. Considere os fasores de mesma freqiiéncia V; =100-20°, V, =50/ -30° e i, =10/ —45°.

a) Faca a soma e a subtragdo algébrica das tensdes, na forma fasorial,
b) Faca, algebricamente, o produto de cada tensao pela corrente

c) Faca a soma e a subtragdo das tensdes graficamente, através do diagrama temporal (formas
de onda) e através do diagrama fasorial;
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5.6.4. Considerando o diagrama fasorial abaixo:

a) Escreva as expressdes matematicas no dominio do tempo (instantaneas);

b) Trace as curvas senoidais;

c) Determine a defasagem e a frequiéncia dos sinais.

Figura 5.6.4 — diagrama fasorial para o problema 5.6.4.
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6. RELACOES ENTRE TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS NOS
ELEMENTOS PASSIVOS DE CIRCUITOS

Sabemos, do estudo da fisica, que uma relacdo entre causa e efeito ndo ocorre sem um
oposicao, ou seja, a relacao entre causa e efeito € uma oposicao:

Causa
Efeito

Nos circuitos elétricos a causa pode ser entendida como a tensdo e o efeito o
estabelecimento de uma corrente elétrica. A resisténcia elétrica €, portanto, uma oposigao.

Oposigao =

Neste capitulo serdo estudadas as relagbes existentes entre as tensbes e as correntes
alternadas senoidais nos Resistores, nos Capacitores e nos Indutores e sua forma de representacéo
matematica, além de como a freqléncia dos sinais senoidais afeta as caracteristicas de
comportamento desses elementos. Esse comportamento é determinado pela caracteristica de
oposicao desses componentes quando submetidos a sinais de tensao e corrente senoidais.

A forma de onda senoidal tem particular importancia pois associa naturalmente fenémenos
matematicos e fisicos relacionados aos circuitos elétricos:

A forma de onda senoidal é a Unica forma de onda alternada cuja forma néo € afetada
pelas caracteristicas de respostas dos elementos resistivos, indutivos e capacitivos.

Em outras palavras, se a tensdo num resistor, indutor ou capacitor for senoidal, a corrente
resultante em cada um também tera caracteristicas senoidais (e vice-versa). Se uma outra forma de
onda for aplicada, a resposta tera forma de onda diferente daquela aplicada.

A notagao fasorial apresentada, juntamente com as relagdes entre tensdo e corrente nos
elementos passivos, permitird usar para circuitos com sinais senoidais de tensdo e corrente, os
mesmos teoremas e conceitos adotados na analise de circuitos em corrente continua. A essa analise
chamamos de Resposta Senoidal dos Elementos Passivos em regime permanente. Em regime
permanente pois consideramos passado o efeito transitorio dos circuitos, ou seja, sem alteragéo de
sua condigao operacional.

6.1. RESISTOR EM CORRENTE ALTERNADA

Ja foi estudado que um resistor oferece uma oposi¢gdo a passagem da corrente elétrica em
um circuito, devido a sua resisténcia elétrica. Em um circuito elétrico, como mostra a figura 6.1.1, a
relacdo entre causa e efeito é a resisténcia elétrica e é expressa pela relacdo entre tenséo e
corrente num resistor , chamada de Lei de Ohm.

Vv

A

Y

~
+ -
—— R |——e

> |

Figura 6.1.1 — tens&o e corrente em um resistor.

Assim:

R-~
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onde:

R - resisténcia do resistor (QQ);

V - tensdo nos terminais do resistor (V);
| - corrente que atravessa o resistor (A);

Seja o circuito da figura 6.1.2, no qual uma fonte de tensdo alternada senoidal
v(t)=V,.sen(o.t + 6y) alimenta um resistor R:

i(t)

V()

Figura 6.1.2 — circuito resistivo alimentado por uma tenséo senoidal.

Pela Lei de Ohm, a relagao entre causa e efeito € dada por:

Sabemos que a resisténcia elétrica € uma caracteristica dos materiais e pode, para nossos
estudos, ser considerada constante. Assim:

V,-sen(w-t+06 V
iR(t)=Vs)= P (R V)=F'D-sen(oo-t+ev)

Como também ¢ valida a relagao:
V

| =2
PR
Entao:

ir(t)=1, -sen(o-t+0y)

Observa-se que a Unica diferenca existente entre as fungdes senoidais v(t) e i(t) € o valor
de pico. Nao ha diferenca nos angulos de fases das duas func¢des. Isto ocorre porque num
resistor a corrente é sempre diretamente proporcional a tensdo, ou seja: tensdo zero, corrente zero;
tensdo dobra, corrente dobra e assim por diante. Assim:

6| :9\/

Assim:

ir(t) =1, -sen(o-t+6))
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4 v(at)
i(oot +Vp
P L
+Ip Py
3n/4 2n
210°240°270°300° 330° 360°
0° 30° 60° 90° 120°150° 18Q° o=t
n/2 T (°. rad)

'IP ...... _\IP —
Y —— N3

-Vp
Figura 6.1.3 — Corrente em fase com a tensdo em um circuito resistivo.

Se tragarmos as funcgbes tensdo vg(t) e corrente ir(t) no resistor, como mostra o grafico da
figura 6.1.3, podemos concluir que um resistor, quando submetido a uma tensao alternada,
produz uma corrente elétrica com a mesma forma de onda, mesma freqiiéncia e mesma fase
da tensdo, porém, com amplitude que depende dos valores da tensdo aplicada e da
resisténcia, conforme a Lei de Ohm.

Portanto, em um circuito resistivo puro de corrente alternada (CA) as variagdes na
corrente ocorrem em fase com a variagao da tensao aplicada.

Nos terminais de um resistor, a corrente estd sempre em fase com a tenséao:
ev = 9.

No dominio fasorial a relagao entre a tensao e a corrente é determinada por:

V,
R = —R
IR
resolvendo para a corrente:
VR
R™R
Como R é um numero real:
s = VRet£0v _ VRet (0 —0°)
R£0° R

Sabemos que o valor eficaz de um sinal CA corresponde a uma tensao continua de mesmo
valor sobre uma resisténcia. Entdo:

IR ; ZVRef
© R

Assim:
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IR =lref <0y

Podemos mais uma vez, portanto, concluir que o angulo da corrente no resistor € o
mesmo datensao: 0, = ;. Reescrevendo:

Ir =lrer <0

Exemplo 6.1.1: A um resistor de 6Q é aplicada uma tens&o de senoidal de 12V, 60Hz e angulo de
fase inicial zero.

a) Determine a expressao trigonométrica e o fasor para a tensao;
b) Determine a expresséao trigonométrica e o fasor para a corrente;
c) Trace as formas de onda para v(t) e i(t);
d) Trace o diagrama fasorial para a tenséo e corrente.
Como a freqliéncia é 60Hz, entdo a freqiiéncia angular é determinada por:
w=2-n-f=2-1-60=377 rad/s
Assim, podemos determinar a expressao da tensao instantanea:
v(t)=12- J2. sen(377-t1+0)=1697 -sen(377-t) V
E o fasor tensao:
V=12,0° V
O fasor corrente é determinado pela relagéo:

vV 12./0°

R 6

=2,0° A

A corrente instantanea é:
i(t)y=2- V2. sen(377-t+0)=283-sen(377-t) A

Com as duas formas trigonométricas para a tensao v(t) e corrente i(t), podemos atribuir valores
para a variavel tempo (t) e tragar as formas de onda com auxilio de um software de planilha
eletrbnica, como mostra a figura 6.1.4. Podemos perceber que a tensdo e a corrente estdo em fase,
como era esperado.

A figura 6.1.5 apresenta o diagrama fasorial para a tensdo e corrente no resistor. Mais uma vez
percebemos que a tensao e a corrente estdo em fase num circuito resistivo.
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tenséo (V), corrente (A)

graus

—e—y(t)x1 —=—(t)

Figura 6.1.4 — Formas de onda de tens&o e corrente em fase para o exemplo 6.1.1.

| =2.,0° V=12,0°

» »

Figura 6.1.5 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.1.1: tenséo e corrente em fase no resistor.

Observacgéo:

Estamos considerando neste estudo, resisténcias dhmicas constantes, apesar de
sabermos que a resisténcia pode variar com a tensao aplicada (ndo 6hmica) e com a temperatura.

Estamos considerando também que a resisténcia de um resistor é independente da
freqliéncia aplicada. Na verdade um resistor real apresenta uma certa capacitincia parasita e
indutancia dos condutores que sao sensiveis a freqliéncia do sinal a ele aplicado. Geralmente os
niveis de capacitancia e indutancia sdo tdo pequenos que seu efeito real nao é significante até a
faixa operacional de megahertz (MHz). Nesta faixa, a curva de resisténcia versus frequéncia para
alguns resistores de filme de carbono é apresentada na figura 6.1.6. Podemos notar que os valores
de resisténcia diminuem com o aumento da freqliéncia e este comportamento € mais sensivel para
resistores de maior valor de resisténcia nominal.

Este comportamento se deve as componentes de capacitancia e indutancia intrinsecas ao
resistor real e que sao sensiveis a freqiiéncia, como sera estudado nos itens posteriores.

Neste trabalho continuaremos considerando a resisténcia uma constante e também
independente da freqléncia do sinal aplicado para simplificacao das analises. Porém, o leitor deve
ter em mente que estas consideracbes devem ser analisadas em circuitos de alta freqiéncia.
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Figura 6.1.6 — Comportamento da resisténcia com a frequéncia [fonte: Boylestad].

6.1.1. Exercicios:

Dados os circuitos da figura 6.1.5, determine:
O fasor tensao da fonte;
a corrente fornecida pela fonte na forma trigonométrica e fasorial;

a tensao e a corrente em cada resistor (forma trigonométrica e fasorial)

o o oo

formas de onda da tensdo e corrente da fonte e em cada resistor em funcdo do tempo num
mesmo grafico

e. diagrama fasorial completo.
Dados: vi(t) = 220.sen(377.t+90° ; v2(t) = 100.sen(1000.t+0° ; v3(t) = 100.sen(1000.t-60°)
R1=200 ; R2=300

R1
) Il 10

Figura 6.1.5 — circuitos para o exercicio 6.1.1.

6.2. CAPACITOR EM CORRENTE ALTERNADA

Nos circuitos elétricos, o capacitor € um elemento capaz de armazenar energia elétrica. Sua
constituicao fisica € composta por duas placas condutoras metalicas, separadas por um material
isolante chamado dielétrico.

Seu comportamento elétrico consiste em uma corrente elétrica (cargas elétricas) entrando
em uma das placas do capacitor, obrigando a saida de igual corrente da outra placa por repulsdo
eletrostatica. Decorrido algum tempo tem-se cargas armazenadas em ambas as placas. Este
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acumulo de cargas corresponde a uma energia armazenada na forma de campo elétrico existente
entre as placas do capacitor. Estas cargas armazenadas produzem um campo elétrico de tal forma
que se estabelece uma diferenga de potencial ddp (tensao) entre as placas do capacitor.

Um capacitor sé admite corrente em seus terminais enquanto estiver sendo carregado ou
descarregado. Quanto mais carga houver no capacitor maior sera o campo elétrico criado e maior
sera a diferenga de potencial (tensao) existente entre as placas.

A relacéo entre a quantidade de carga armazenada e a tensdo admitida entre as placas de
um capacitor € uma constante chamada Capacitancia. Ou seja:

C= Q [Farad]
\Y,

Podemos comprovar matematicamente, do estudo dos capacitores que a energia
armazenada no capacitor é dada por:
1
En=—.C-V? [Joule]
2
De acordo com o estudo do carregamento e descarregamento® do capacitor, feito
anteriormente e observando a figura 6.2.1, concluimos que:

e Em regime permanente, um capacitor carregado comporta-se como um circuito aberto em
tensdo continua constante, mas permite a conducdo de corrente no circuito para tensao
variavel;

e A corrente admitida é diretamente proporcional a variacdo de tensdo no tempo, sendo a
capacitancia C, a constante de proporcionalidade, pois:

c-dQ
dv
fazendo:
_dQ dt_dQ dt ., dt
dv dt dt dv dv
isolando i(t), a corrente no capacitor em fungao do tempo € dada por:
c=coe

e A tensdo nos terminais de um capacitor ndo pode sofrer variacdes instantédneas bruscas.
Se ocorresse uma variagao instantanea (dt—0) a corrente tenderia a um valor infinito [ic(t)—>«], o
que nado é possivel fisicamente. Por esse motivo dizemos que o capacitor se opfe a variagcao
de tenséo;

e Atensao acumulada nos terminais do capacitor é dada por:
1 ;.
% =—~I| -dt
c=glic
e A corrente no capacitor pode variar instantaneamente, como podemos observar na figura

6.2.1(c);

e SO existe corrente no ramo do capacitor, enquanto existir variagdo de tensao sobre ele (pois se
AV—0, entao ic(t)—0).

e Quando a corrente € maxima, a tensao é nula e quando a tensdo € maxima a corrente € nula.

° Este estudo é apresentado na referéncia bibliografica: MUSSOI, F.L.R. Capacitores. Florianépolis:

CEFET/SC, 2003. Disponivel em: www.cefetsc.edu.br/mussoi

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica



SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 77

Figura 6.2.1 — Transitorio CC de carga e descarga do capacitor: (a) circuito para analise do carregamento; (b) circuito para
andlise da descarga; (c) curva da Corrente e da Tens&o no capacitor em funcao do tempo para carga e descarga.

Consideremos o circuito da figura 6.2.2 onde um capacitor esta conectado a uma fonte de
tensao alternada.

i(t)
EFEITO
—>
+ N
+ .
V(t) — (Japacltor> > Vc(t)N
CAUSA OPOSICAO
- J

Figura 6.2.2 — capacitor alimentado por uma tenséo alternada senoidal

Na figura 6.2.3, observando a curva da tensao alternada senoidal aplicada sobre o capacitor
vemos que os momentos de maior variagao da tensao (AV.—max.) ocorrem quando seu valor esta
proximo de zero e, portanto, nestes instantes teremos os maiores valores de corrente no ramo do
capacitor. Por outro lado, nos instantes em que a tenséo esta préxima de seu valor maximo a sua
variacao é muito pequena (AV, =~ 0) o que implica em valor de corrente baixo (Ic—0).
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VY Nt

o =-90° +Ip

3n/4 2n

210°240°270°300° 330° 360°

90° -60°-30°0°]  30° 60° 9

120°150° 180° o=t
-n/2° /2 (°, rad)
——P
¢:+90°
-I,
-V, Ny

-Vp
Figura 6.2.3 - Corrente e Tens&o Senoidais num Capacitor Ideal: corrente adiantada de 90° da tenso.

Com base nesse raciocinio, se aplicarmos uma tensido senoidal a um capacitor, como
mostra a figura 6.2.2, verificaremos que quando a tensdo for crescente, a corrente assume seus
valores maximos. Quando a tensido for maxima, a corrente é nula. A partir dessas observagoes
podemos concluir que a corrente resultante no capacitor também € senoidal e apresenta uma
defasagem de 90° com relagéo a tensdo, como indica a figura 6.2.3. Portanto:

Nos terminais de um capacitor num circuito CA, a corrente sempre estara adiantada de 90° em
relacdo a tenséo.

Desta forma, a representacdo matematica da tensao e da corrente no capacitor, na forma
trigonométrica e fasorial € a seguinte:

Vo(t) = V, . sen (o.t + 0°) ou V, = Vg £0°

ie(t) = I, . sen (w.t +90°) ou I =1es290°

Seja o circuito da figura 6.2.2, vamos determinar a corrente no circuito para uma dada
tensdo no elemento capacitivo. Para circuitos capacitivos, a tensao nos terminais do capacitor é
limitada pela taxa na qual as placas do capacitor podem ser carregadas ou descarregadas. Em
outras palavras, uma variacao instantidnea na tensdo sobre o capacitor é impedida pelo fato que ha
um requisito de tempo para carrega-lo (ou descarrega-lo). Assim:

v-2
C
diferenciando:
dv = dQ
C
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como ic = Z—? desenvolvendo e substituindo, temos:

~dQ _dQ dt_dQ dt . dt

dv - .- |C._
C C dt dt C C
isolando ic:
. dv
ic=C-—
c dt

Como capacitancia € uma medida da taxa com que um capacitor armazena carga nas suas
placas, para uma dada variacdo na tensido sobre o capacitor, quanto maior o valor da capacitancia,
maior sera a corrente capacitiva resultante.

A equagao acima indica que para uma dada capacitancia, quanto maior a taxa de
variacdo datensao sobre o capacitor, maior a corrente capacitiva. Se a tensado nao varia, ndo ha
corrente em seus terminais. Um aumento na frequéncia corresponde a um aumento na taxa de
variacdo da tensdo no capacitor e a um aumento na sua corrente. A corrente no capacitor é,
portanto, diretamente proporcional a freqiiéncia (mais especificamente, a velocidade angular o) e a
capacitancia do capacitor.

Pela figura 6.2.2 podemos verificar que um aumento na corrente do circuito (efeito)
corresponde a uma diminuicdo na oposicao e ic € proporcional a freqléncia angular ® e a
capacitancia C, a oposicdo de um capacitor &, portanto, inversamente proporcional a frequéncia
angular o (2rf) e a capacitancia C. Como:

. dv
i~r=C.-—
c dt
Considerando 6,=0°, a tensdo senoidal aplicada aos terminais do capacitor é:
v (t) = Vp - sen(ot)

diferenciando a equacéo:

d(V, -senot
dve _ (Ve )=w-Vp-cos<nt

dt dt
portanto:
. dVC
ic=C-—*=C-0-V, cosnt
dt
ic =w-C-V, -coswt
fazendo

Ip:(o-C-Vp

e como cos(wt) = sen(wt +90°), temos:

ic(t)=1, -sen(wt+90°)

Podemos notar que o valor de pico da corrente ic € diretamente proporcional a ® e a C,
como previsto. Tragando o grafico para vc e ic, verificamos que num capacitor a corrente esta
adiantada de 90° da tens&o, como mostra a figura 6.2.3. Se um angulo de fase for incluido na
expressao senoidal para v¢, temos:

ve(t)=V, -sen(wt+0,)

entdo:
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ic(t)=0-C-V, -sen(ot+06, +90°)
ou
ic(t)=1;, -sen(ot+0,)

onde

9| = 9\/ +900

6.2.1. Reatancia Capacitiva Xc:

A oposicao estabelecida por um capacitor em um circuito alternado senoidal pode ser
encontrada aplicando-se a equagao:

Causa
Oposicao

Efeito =

assim,

Causa
Efeito

Como a causa ¢é a tensao aplicada e o efeito é a corrente resultante, substituindo os valores:

Oposicao =

Vv N V
Oposigao = —& = V2 _ Vo _ P _ 1
lof b 1, ©CV, oC

Assim, a oposicao estabelecida por um capacitor em um circuito alternado senoidal é
inversamente proporcional ao produto da frequéncia angular o (2rf) pela capacitadncia C. O valor
dessa oposicao, expresso por 1/(owC), € chamado Reatancia Capacitiva (da palavra reagéo) e é
simbolizada pela letra X¢ e cujo médulo é dado por:

onde:
[Xc| - médulo da Reatancia Capacitiva (QQ)
C - capacitancia (F)
f - frequéncia do sinal (Hz)
o - freqliéncia angular (rad/s)
Como a reatancia capacitiva representa uma oposi¢ao a corrente, sua unidade € o Ohm (Q).

A reatancia capacitiva é a oposicao ao fluxo de carga que resulta no intercambio continuo de
energia entre a fonte e o campo elétrico do capacitor carregando e descarregando continuamente. O
capacitor nao dissipa energia (ignorando os efeitos da resisténcia série equivalente, RSE).

A Reatancia Capacitiva X. € a medida da oposicdo que um capacitor oferece a variacado da
tensdo entre seus terminais.
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O valor, em médulo, da Reatancia Capacitiva € inversamente proporcional a capacitancia
C e afreqiéncia f da tenséo aplicada (ou de sua freqiiéncia angular o).

Pode-se observar que a reatancia do capacitor depende da capacitancia “C” e da frequiéncia
f do sinal aplicado. Sendo X inversamente proporcional a freqiéncia, quanto maior a freqiéncia,
menor a Reatancia Capacitiva e menor oposi¢cao a corrente. Para altas freqiiéncias, um capacitor é
quase um curto circuito pois a oposi¢cao € minima e, para baixas freqiiéncias, ou CC, um capacitor é
quase um circuito aberto, pois a oposi¢ao maxima.

Concluséo:

O capacitor ideal comporta-se como um circuito aberto em corrente continua (freqiiéncia nula)
e como uma reatancia elétrica (X;) em corrente alternada, pois se op8e a variacdo de tenséo.
Para freqliéncias muito altas, o capacitor comporta-se praticamente como um curto-circuito.

e Em CC a freqiéncia é nula (f = OHz), entdo a reatancia capacitiva tende a infinito (X¢c—w0Q): 0
capacitor se comporta como um circuito aberto.

e Em CA quando a freqtiéncia for muito alta (f—«), a reatancia capacitiva tende a zero (X, —0Q): o
capacitor se comporta como um curto-circuito.

Nos capacitores a variacdo de tensao entre as suas placas € proporcional ao deslocamento
das cargas elétricas de uma a outra placa (repulsao eletrostatica) e, em suma, a quantidade de
energia que se armazena. A taxa de deslocamento das cargas elétricas determina a velocidade de
transferéncia de energia para o capacitor e, portanto, representa uma inércia elétrica (oposi¢ao)
expressa pela reatdncia capacitiva Xc.

Exemplo 6.1.1: Determine o modulo da reaténcia de um capacitor de 440nF aplicado a uma tensao
senoidal onde (a) f=60Hz e (b) f=10kHz:

a) Xg|=— =1 - L = 60286 O
oC 2rfC  2.7.60-440-107°
b) [X|= =] 1 =362 Q

oC 2nfC  2.7.1.103 .440.10°°

Podemos perceber que a reatdncia capacitiva assume um valor de 6028,6Q2 para a
freqiéncia mais baixa (60Hz) e uma reatancia menor (36,2Q) para a freqiiéncia maior, de 10kHz

6.2.2. Lei de Ohm para o Capacitor em Corrente Alternada
A Lei de Ohm relaciona tensao e corrente através de uma constante de proporcionalidade
expressa pela oposigao entre a causa (tensao aplicada) e efeito (corrente).

Portanto, a relagédo entre a tensédo e a corrente nhum capacitor € dada pela sua Reatancia
Capacitiva. Assim, no dominio fasorial, temos:

_Ve

Xc =
lc

onde:
Xc — reaténcia capacitiva (Q);

VC - fasor tens&o no capacitor (V);

iC - fasor corrente no capacitor (A).
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Ja vimos que:

ve(t)=V, -sen(ot+0,)

Ve = Veer £0y
assim
ic(t)=1, -sen(ot+6, +90°)
Na forma fasorial:
lo =lcer£8) =lcer£(6y +90°)

Considerando-se as variaveis em questdo na forma de fasores (numeros complexos) e
sabendo-se que a corrente no capacitor esta adiantada de 90° da tens3o, tem-se:

_ Vo Vee4By Voo

f 4[9\, ~(oy +90°)]=|xc|4—9o° =-j-[X¢|

Xe ICefz(GV + 900) | et

I
Podemos observar que a reatancia capacitiva é, na verdade, expressa por um numero
imaginario negativo. Entao,

, .1
Xc =—J|XC|=—J'R

o1
como —j=—:

1
" j0-C j-(2nf)-C

Xc

Portanto:

A Reatancia Capacitiva de um capacitor ideal € um namero imaginario, pois tem fase
(argumento) sempre igual a -90° (forma polar) ou somente parte imaginaria negativa (forma
retangular).

Assim, a Reatancia Capacitiva e seu efeito no circuito é representada por:

1 ou X, =—j—  ou X, =~ /_90°

Xe =—=
¢ joC o C @ C

Devido a oposi¢cao a variagdo da tensdo, representada por X., o capacitor provoca uma
defasagem de 90° entre a tensdo V. e a corrente I.. A figura 6.2.4 mostra o diagrama fasorial para
um capacitor.

A

A

ac°
\ ’VC >

Figura 6.2.4 - Diagrama Fasorial: corrente adiantada de 90° da tens&o nos terminais do capacitor.
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Observacdo: devemos lembrar que um numero imaginario é representado no eixo y, a 90° dos
numeros reais, representados no eixo x. O operador j representa o deslocamento de 90° no plano
complexo.

j—90° -j—-90° —=-j —=]

Exemplo 6.2.1: Um fonte de tenséo eficaz de 12V/60Hz, fase inicial nula, é aplicada aos terminais
de um capacitor de 620uF.

a) Determine a forma trigonométrica e fasorial para a tensao aplicada ao capacitor;
b) Determine o valor da reatancia desse capacitor;
c) Calcule o valor da corrente na forma fasorial e na forma trigonométrica;
d) Trace as formas de onda de tens&o e corrente nos terminais do capacitor;
e) Trace o diagrama fasorial.
Para determinarmos a forma trigonométrica precisamos calcular a frequiéncia angular:
ow=2nf=2-7-60=377rad/s

A forma trigonométrica da tensdo no capacitor é, portanto:
Ve(t)=Vy -2 -sen(o-t+0y)=12-4/2 -sen(377 -t +0°)

O fasor tensao ¢é a tensao eficaz com o angulo de fase inicial:

Ve =12.20°
A reatancia capacitiva é dada por:
joC  j2rnfC  j2.7.60-620-10" j0,234
Como,
XC = V—C
lc

entdo o fasor corrente é determinado por:

Vo 12,0°  12.0°
Xc -j428 4282-90

i = =28/ +90°A

A corrente no capacitor na forma trigonométrica fica:
ic(t)=28-+/2 sen(377 - t+90°)

Utilizando as formas trigonométricas para a tensado e a corrente no capacitor e atribuindo
valores para a variavel tempo (t) desde 0 até o valor de um periodo, podemos tragar um ciclo das
sendides. Se atribuirmos os valores e tracarmos as formas de onda em software apropriado,
obtemos as formas de onda da figura 6.2.5, onde podemos observar que a corrente esta adiantada
de 90° da tensdo nos terminais do capacitor.
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Figura 6.2.5 — Curvas de tensdo e corrente no capacitor para o exemplo 6.2.1.

Tomando os fasores de tensdo e corrente, podemos tracar o diagrama fasorial da figura
6.2.6.

4ic=282+90°

\+00° Ve =12./0°

»
>

Figura 6.2.6 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.2.1: corrente adiantada de 90° da tens&o no capacitor.

6.2.3. Resposta em freqUéncia para o Capacitor

Para o capacitor, o médulo da reatancia capacitiva é dado pela equacéo:

1
Xn~l=
Xel=5 1t e
que pode ser escrita da seguinte forma
1
2-1- C)
VAL
Xe =25
esta equacao é uma funcéo inversa e esta associada com a forma de uma hipérbole:
k
y="f(x)=—
X
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onde a variavel independente x é a freqiiéncia f e a variavel dependente y € o médulo da reatancia
1
2.-1-C

Podemos tracar o comportamento da reatdncia capacitiva X em funcdo da variagdo da
freqiéncia. Quanto maior a capacitancia C, maior o decaimento da curva, ou seja menor a reatancia
capacitiva, como mostra a figura 6.2.7.

capacitiva |X¢|, e a constante k =

Xc(Q)

C2>C1

maior C

f(Hz)>

Figura 6.2.7 — comportamento da reatancia capacitiva com a frequiéncia.

6.2.4. Modelo do Capacitor Real

O modelo de um capacitor real esta apresentado na figura 6.2.8, onde C é a capacitancia do
capacitor real, Rs (ou RSE) é a resisténcia série equivalente do dielétrico (geralmente maior que
10129) e Rp é a resisténcia paralela do encapsulamento. A indutdncia Ls envolve a indutancia
apresentada pelas placas e terminais do capacitor.

A composicado dos efeitos da capacitancia, da indutancia e da resisténcia € dada pela
impedancia® equivalente do capacitor Z¢ que é fungdo da freqiiéncia. Para freqiiéncias muito altas o
efeito da indutancia e da resisténcia se torna mais pronunciado reduzindo o efeito final da
capacitancia. Isto define o tipo de capacitor a ser usado em fungao da freqtiéncia do circuito. Por
exemplo, capacitores eletroliticos sao geralmente usados em freqiéncias até 10kHz e os ceramicos
até 10MHz.

Neste trabalho continuaremos considerando o capacitor ideal.

Zc

Figura 6.2.8 — modelo de um capacitor real.

6.2.5. Exercicios:

6.2.5.1) Calcular a reatancia de um capacitor de 4,7uF nas frequéncias de 60Hz e de 400Hz.

6 impedancia sera estudada no item 6.4
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6.2.5.2) Calcular a reatancia de um capacitor de 2000uF nas freqiiéncias de 60Hz e de 5kHz.

6.2.5.3) Um capacitor esta conectado a rede de 60Hz e apresenta uma reatancia capacitiva de
200Q. Qual a sua capacitancia?

6.2.5.4) Em que frequéncias um capacitor de 33uF possuira reatancias de 20Q2 e de 10kQ?
6.2.5.5) Dados os circuitos da figura 6.2.6, determine:

a) areatancia capacitiva de cada capacitor e a total do circuito;

b) a corrente fornecida pela fonte na forma trigopnométrica e fasorial;

c) atenséo e a corrente em cada capacitor (forma fasorial e forma trigonométrica);

d) formas de onda da tensdo e da corrente da fonte e em cada capacitor em fungédo do tempo,
num mesmo grafico;

e) diagrama fasorial completo.
Dados: v1(t) = 220.sen(377.t+90° ; v2(t) = 100.sen(1000.t+0°) ; v3(t) = 100.sen(1000.t-60°)
C1=5,6nF ; C2=10nF

viih  —— 1 v it) — wiith —_— 2 2

) In 1) ¢

Figura 6.2.6 — circuitos para o exercicio 6.2.5.5.

6.3. INDUTOR EM CORRENTE ALTERNADA
O indutor € um elemento passivo que tem a possibilidade de armazenar energia na forma de
campo magnético, quando percorrido por uma corrente.

Outra caracteristica do indutor é a de se auto-induzir. Isto é, quando a corrente que passa
no indutor esta variando, o fluxo magnético, provocado pela corrente, também varia e induz uma
forga eletromotriz (tensdo) nos terminais do indutor.

A tensao induzida é expressa pela Lei de Faraday e, segundo a Lei de Lenz, se opora a
causa que a originou, portanto se opora a variagao da corrente.

dt
onde:
v, — tensdo induzida nos terminais do indutor (V);
N — nimero de espiras da bobina indutora;
d¢/dt — taxa de variagao do fluxo magnético no tempo (Wb/s);

A induténcia L de um indutor € a medida da capacidade do indutor de armazenar energia no
campo magnético através de uma auto-indugao de tenséo.
L=N- @
dl

Assim,
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L-dl
v =- do_ NN\ Ld 1t d
dt dt N dt dt
A tensao induzida no indutor depende da indutancia e da variagao da corrente no tempo:
dl
v =-L-—
- dt
A energia armazenada no indutor é dada por:
En :%-L |12 Joules

De acordo com o estudo do comportamento do transitério de carga e descarga do indutor,

feito anteriormente’, e observando a figura 6.3.1, concluimos que:

No indutor, a tensdo auto-induzida é diretamente proporcional a variagdo de corrente no tempo,
sendo L a constante de proporcionalidade:

dl
vi(t)=-L-—
dt
Em regime permanente, um indutor comporta-se como um curto-circuito em corrente
continua, mas proporciona uma tensdo nos terminais, quando em corrente variavel, devido a
auto-inducao;

A corrente nos terminais de um indutor ndo pode sofrer variacdes instantaneas bruscas, pois
se ocorrer uma variagao instantanea (At—0), a tensado tendera a um valor infinito (v, (t)—®), o que
nao € possivel;

iLz%-J'v,_-dt

A tenséo no indutor pode variar instantaneamente, como podemos observar na figura 6.3.1.

SO existe tensdo induzida no ramo do indutor, enquanto existir variagdo de corrente sobre ele
(pois se Al—0, entado v (t)—0).

Quando a tensdo induzida € maxima, a corrente € nula e quando a corrente € maxima a
tensao é nula.

" Este estudo é apresentado em: MUSSOI, F.L.R. Fundamentos de Eletromagnetismo. Florianopolis:
CEFET/SC, 2005. Disponivel em www.cefetsc.edu.br/mussoi
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_L_, c¢h

(b)
IL(A)A
+|Lméx
>t (S)
t t t
i (V 1 2 3 4
+VLméx
» 1t (s
t G t 7 ©)
'VLméx

(c)

Figura 6.3.1 — Transitorio CC de carga e descarga do indutor: (a) circuito para analise do carregamento; (b) circuito para
descarga; (c) curva da Corrente e da Tensdo no indutor em fungdo do tempo para carga e descarga.

Consideremos o circuito da figura 6.3.2 onde um indutor esta conectado a uma fonte de
tensdo alternada senoidal.

iL(t)
EFEITO
—
+ N
+
v(t) ~_) _Indutor ] ()
CAUSA OPOSICAO
- J

Figura 6.3.2 — indutor alimentado por uma tenséo alternada senoidal.

Observando a curva da corrente alternada senoidal aplicada sobre o indutor na figura 6.3.3
vemos que os momentos de maxima variagdo da corrente (Al.—max) ocorrem quando seu valor esta
proximo de zero e, portanto, nestes instantes temos os maiores valores de tensdo no indutor. Por
outro lado, nos instantes em que a corrente esta proxima de seu valor de pico a sua variagao € muito
pequena (Al ~0) o que implica um valor de tenséo baixo.

Com base nesse raciocinio, se aplicarmos uma tensao senoidal a um indutor verificaremos
que, quando a tensao estiver préxima a zero, a corrente sera maxima e quando a tensao for maxima
a corrente sera nula. A partir dessas observagdes podemos concluir que a tensao resultante no
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indutor também é senoidal e apresenta uma defasagem de 90° com relagdo a corrente, como indica
a figura 6.3.3.

Observando-se o grafico da figura 6.3.3, chegamos a conclusao que:

Nos terminais de um indutor num circuito CA, atensdo sempre estara adiantada de 90° em
relacdo a corrente.

Desta forma, a representacdo matematica da tensao e da corrente no capacitor, na forma
trigonométrica e fasorial € a seguinte:

vi(t) = V, . sen (0.t + 0°) ou V| =V £0°
iL(t) =1, . sen (.t - 90°) ou I, = Ve £—90°
$vc(ot)

3n/4

70° 2n
210°24 300° 330° 360°
a=ot
(°, rad)
-I,

Figura 6.3.3 - Defasagem entre tens&o e corrente em um indutor: corrente atrasada de 90° da tens&o.

Seja o circuito da figura 6.3.2. Vamos determinar a tensao induzida no indutor para uma
dada corrente no circuito. Para circuitos indutivos, a corrente nos terminais do indutor é limitada pela
taxa na qual o fluxo magnético varia. Em outras palavras, uma variagdo instantdnea na corrente
sobre o indutor é impedida pelo fato que ha uma indugdo de tensdao que se opde a variacdo da
corrente (Leis de Faraday e de Lenz).

Como indutancia é uma medida da taxa com que um indutor armazena energia no campo
magnético, para uma dada variacdo na corrente sobre o indutor, quanto maior o valor da indutancia,
maior sera a tensao induzida nos terminais do indutor. A equacao

Vi (t) =L ﬂ
dt
indica que para uma dada indutancia, quanto maior a taxa de variacdo da corrente através do
indutor, maior sera a tensio induzida nos seus terminais. Um aumento na freqiiéncia corresponde a
um aumento na taxa de variacdo da corrente e a um aumento na tensido nos terminais do indutor. A
tensdo no indutor &, portanto, diretamente proporcional a freqiéncia (mais especificamente, a
velocidade angular ») e a indutancia do indutor.

Pela figura 6.3.2 podemos verificar que um aumento na corrente do circuito deve
corresponder a uma diminuigao na oposi¢cado. A tensao no indutor v, é diretamente proporcional a
velocidade angular ® e a indutancia L, pois:
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dl
v, (t)=L-—
L(t) ot

Diferenciando a equag&o i (t) =1, -sen(ot) e considerando o angulo de fase inicial da
corrente nulo (6,=0°), temos:

di, (t) d(Ip -senot)

= =w-l; -cosot
dt dt
substituindo na equacéao da tensao induzida no indutor,
vi(t)= L-% = L-(co-lID -cosa)t)z o-L-l, -coswt

entao

Vi (t)=w-L -1, -cos(wt)
ou

v ()= oL 1, -sen(ot+90°)
fazendo
Vp =mw-L-I
assim
v (t) =V, -cos(wt)

ou

vi(t)=V, -sen(mt+90°)

Notamos que o valor de pico esta diretamente associado a e L. Tragando as curvas de i (t)
e v, (t) verificamos que num indutor a corrente esta atrasada de 90° da tensdo, como mostra a
figura 6.3.3.

Se um angulo de fase for incluido na expresséo senoidal de i_, temos:

iL(t)=1, -sen(ot£+6))
vi(t)=w-L-l; -sen(ot+6, +90°)
v =V, 'sen(mtir6| +90°)

6\/ =9| +900 ou 9| :9V| —900

6.3.1. Reatancia Indutiva X.:

Como visto na figura 6.3.1, quando aplicada uma tensao a uma bobina, a corrente levara um
certo tempo para atingir o seu valor de regime permanente. Assim, existe uma defasagem entre a
tensdo aplicada e a corrente que percorre o indutor.

Um indutor oferece uma oposig¢ao a variagdo de corrente devido a auto-indugdo de tensao.
A oposicao estabelecida por um indutor em um circuito AC senoidal pode ser encontrada aplicando a
equacao:
Causa
Oposicao

Efeito =
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ou
. Causa
Oposicdo =——
Efeito
substituindo os valores, temos:
Vo
\Y V o-L-I
Oposicdo = L :ﬁz_p:_p:(,ﬂ_
Lef IL lp lp
V2

Assim, a oposi¢do estabelecida por um indutor em um circuito alternado senoidal esta
diretamente relacionada ao produto da velocidade angular o (2nf) pela indutancia L.

O produto oL é chamado Reatancia Indutiva (da palavra reacao) e é simbolizada pela letra
X.. O valor, em modulo, da Reatancia Indutiva é diretamente proporcional a indutancia L e a
freqiiéncia f da tensao aplicada (ou de sua frequéncia angular o), sendo expresso por:

|XL|:(,O'L

X |=2-7-f-L

Onde:

[XL| - médulo da Reatancia Indutiva (QQ)
L - indutancia (H)

f - frequéncia do sinal (Hz)

o - freqliéncia angular (rad/s)

Como a reatancia indutiva representa uma oposicao a corrente, sua unidade € o Ohm (Q).

A Reatancia Indutiva X, é a medida da oposi¢do que um indutor oferece a variacédo da corrente
em seus terminais.

A reatancia indutiva (X.) depende da indutancia L do indutor e da frequéncia f do sinal
aplicado. Quanto maior a frequiéncia, maior o valor de X, portanto, maior sua agao limitadora a
variacao da corrente. Para freqiiéncias muito baixas, uma reatancia indutiva é quase zero, 0 que
significa que um indutor em corrente continua constante é um curto circuito.

No outro extremo, para freqléncias muito altas, X, assume valores muito altos, o que
significa que um indutor se comporta como um circuito aberto.

A reatancia indutiva é a oposicdo a variagcao do fluxo de corrente, que resulta numa troca
continua de energia entre a fonte e o campo magnético do indutor. Ao contrario do resistor que
dissipa energia na forma de calor, a reatancia indutiva ndo dissipa energia (desde que os efeitos da
resisténcia dos fios da bobina sejam ignorados).

Conclusao:

O indutor ideal comporta-se como um curto-circuito em corrente continua e como uma reatancia
elétrica em corrente alternada - X, (se opde a variagéo de corrente). Para freqiéncias muito altas,
o indutor comporta-se praticamente como um circuito aberto.

e Em corrente continua constante a frequéncia é nula (f = OHz) e a reatancia indutiva também é
nula (X_ = 0Q) e o indutor se comporta como um curto-circuito.

e Em corrente alternada, quando a freqiéncia tende a um valor muito alto (f>«), a reaténcia
indutiva também aumenta muito (X, —wQ) e o indutor se comporta como um circuito aberto.
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Reatancia Indutiva é, portanto, a inércia elétrica, ou seja, a oposi¢cao a variacdo de energia
armazenada sobre sobre indutores, como resultado da variagao de campo magnético em seu nucleo.

Exemplo 6.3.1: Determine o mddulo da reatancia de um indutor de 330uF aplicado a uma tenséo
senoidal onde (a) f=60Hz e (b) f=10kHz:

a) X |=oL=2nfL=2-7-60-33-107° =124 Q
b) X |=oL=2nfL=2-7-10-10%-33-107% =207,3 O

Podemos perceber que a reatancia indutiva assume um valor de 1,24Q para a frequéncia
mais baixa (60Hz) e uma reatancia maior (207,3Q) para a frequéncia maior, de 10kHz.

6.3.2. Lei de Ohm para o Indutor em corrente alternada

A Lei de Ohm relaciona tensao e corrente através de uma constante de proporcionalidade
expressa pela oposicéo entre a causa (tensao) e o efeito (corrente).

A relacao entre a tensao e a corrente num indutor € dada pela sua Reatancia Indutiva.
Assim, no dominio fasorial:

v

X, =-
IL

onde:
X_ — reatancia indutiva (Q);

V,_ - fasor tensao no indutor (V);

i,_ - fasor corrente no indutor (A).
Ja vimos que:
iL(t)=15 -sen(ot+0,)
Nos terminais do indutor a tens&o sera:
vi(t)=w-L-l; -sen(ot+ 6, +90°)

na forma fasorial:

: I
IL = Lé(ﬂ = ||_ef49|

V2

Y/
V| = —2 £(8, +90°) = V| s £(6, +90°)

N7

Considerando-se, entdo, as variaveis em questido na forma de fasores (nUmeros complexos)
e a corrente atrasada de 90° da tensao, temos:
’ o
W _ Vs £(0, +907)

XL = =
Iy I er £0,

= \I/ef 4[e| +90° —e,]=|xL|4+9o° = +j-|X|
ef

XL =jX.|=j 0 L=0L1Ls90°

Assim, o M6dulo da Reatancia Indutiva é representada por:

X |=w-L ou X |=(2-n-f)-L
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Portanto, a Reatancia Indutiva de um indutor ideal € um nimero imagindario positivo
pois tem fase sempre igual a +90° (forma polar) ou tem somente parte imaginaria positiva (forma
retangular).

Para representar matematicamente esta defasagem incluimos o operador de numero
imaginario “+j” na relacao entre a tensao e a corrente no indutor.

Devido a oposi¢cao a variacdo da corrente, representada por X., o indutor provoca uma
defasagem de 90° entre a tensdo V. e a corrente I, como mostra o diagrama fasorial da figura
6.3.4.

L/ -90° >VL g
\ A
v

Figura 6.3.4 - Diagrama Fasorial: corrente atrasada de 90° da tens&o nos terminais do indutor.

Exemplo 6.3.2: Um fonte de tenséao eficaz de 12V/60Hz, fase inicial nula, é aplicada aos terminais
de um indutor de 15mF.

f) Determine a forma trigonométrica e fasorial para a tenséo aplicada ao indutor;
g) Determine o valor da reatancia desse indutor;
h)  Calcule o valor da corrente na forma fasorial e na forma trigonométrica;
i) Trace as formas de onda de tensdo e corrente nos terminais do indutor;
i) Trace o diagrama fasorial.
Para determinarmos a forma trigonométrica precisamos calcular a frequiéncia angular:
o=2nf=2-7-60=377rad/s

A forma trigonométrica da tensao no indutor &, portanto:
Vi (t)= Vg -2 -sen(o-t+0y)=12-4/2 -sen(377 -t + 0°)

O fasor tensao ¢é a tensao eficaz com o angulo de fase inicial:

V. =12.0°
A reaténcia indutiva é dada por:
X, =joL=j2rnfL=j2-7-60-15-10"° =5650
Como,
-
entao o fasor corrente é determinado por:
Vi 1220°  12£0°

L _ - ~212/-90°A
X, 565 5652+90

L
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A corrente no indutor na forma trigonométrica fica:
i, (t)=212-+/2 -sen(377 -t —90°)

Utilizando as formas trigonométricas para a tensdo e a corrente no indutor e atribuindo
valores para a variavel tempo (t) desde 0 até o valor de um periodo T, podemos tragar um ciclo das
sendides. Se atribuirmos os valores e tracarmos as formas de onda em software apropriado,
obtemos as formas de onda da figura 6.3.5, onde podemos observar que a corrente esta atrasada de
90° da tensao nos terminais do indutor.

20

|
|
16 - |
|
|
|

|
l
12 - |
l
|

411 6 8 10 12 16 18
|
|
|
|

tenséo (V), corrente (A)
o

-12 4

164 --——-

tempo (ms)

—o— V(t) —-— i(t)

Figura 6.3.5 — Curvas de tenséo e corrente no indutor para o exemplo 6.3.2.

Tomando os fasores de tensdo e corrente, podemos tracar o diagrama fasorial da figura
6.3.6.

V¢ =1220°

/-o0° .

y .
i, =212/-90°

Figura 6.3.6 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.3.2: corrente atrasada de 90° da tens&o no indutor.

6.3.3. Resposta em frequéncia para o Indutor

A equacgao
XL:Z-n-f-L

esta associada com a equagao de uma reta:
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y=f(x)=a-x+b
Assim, sendo a frequiéncia f a variavel independente, temos:
y=(2-n-L)-f+0
O coeficiente de inclinagao (coeficiente angular) a é:
a=2-n-L
e sendo b = 0, a reta representada pela equacéo passa pela origem.

Podemos tracar o comportamento da reatancia indutiva em funcdo da freqiiéncia, como
mostra a figura 6.3.7. Quanto maior a induténcia L, maior a inclinacdo para uma mesma faixa de
frequéncias, como mostra a figura 6.3.7.

“
X (Q) L, LoLs
maior L Lv
1
f(H
( 2)>

Figura 6.3.7 — comportamento da reatancia indutiva com a freqiiéncia.

6.3.4. Modelo do Indutor Real

O modelo de um indutor real estd apresentado na figura 6.3.8, onde L é a indutancia do
indutor real, Rs é a resisténcia série que representa as perdas nos condutores da bobina e no nucleo
(correntes parasitas e Foucault). A capacitdncia Cp € a capacitdncia parasita existente entre as
espiras da bobina. A composigao dos efeitos da indutancia, da resisténcia e da capacitancia é dada
pela impedancia® equivalente do indutor real Z, que é fungao da freqiiéncia. Para freqiiéncias altas o
efeito da capacitancia e da resisténcia série sera mais pronunciado, reduzindo o efeito da indutancia
e podendo até o indutor real ter um comportamento mais capacitivo que indutivo em freqliéncias
muito altas.

Neste trabalho consideramos o indutor ideal.

Cp

< Z >

Figura 6.3.8 — modelo de um indutor real.

8 impedancia sera estudada no item 6.4.
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6.3.3. Exercicios:

6.3.3.1) Calcular a reatancia indutiva de um indutor de 200mH em freqliéncias de 60Hz e 500Hz.

6.3.3.2) Em que frequéncia esta conectado um indutor de 100mH que tem reatdncia indutiva de
15007

6.3.3.3) Dados os circuitos da figura 6.3.7, determine:
a) a reatancia indutiva de cada indutor e a total do circuito;
b) a corrente fornecida pela fonte na forma trigopnométrica e fasorial;
c) atenséo e a corrente em cada indutor (forma fasorial e forma trigopnométrica);

d) formas de onda da tensado e da corrente da fonte e em cada indutor em funcdo do tempo,
num mesmo grafico;

e) diagrama fasorial completo.
Dados: v1(t) = 220.sen(377.t+90°) ; v2(t) = 100.sen(1000.t+0°) ; v3(t) = 100.sen(1000.t-60°)
L1=200mH ; L2=30mH ; L3=20mH
L2

+
e v1it) L1 v2i(t) ) @ﬁm L3 (L3

) I) 1)

Figura 6.3.9 — circuitos para o exemplo 6.3.3.3.

6.4. IMPEDANCIA

Em um circuito real a resisténcia elétrica, que é propriedade fisica dos materiais que o
constituem, esta sempre presente. Ela pode ser minimizada, mas n&o eliminada. Portanto, circuitos
indutivos e capacitivos sdo, na verdade, redes do tipo RL e RC, cujas associa¢des série, paralela ou
mista, dependem da configuragdo dos circuitos e do processo de fabricagdo dos componentes do
circuito. A combinagao dos efeitos resistivos e reativos da origem a Impedéancia dos circuitos.

Para um circuito de dois terminais A e B, representado por um bloco de carga alimentado

por um fasor de tensdo de entrada V e um fasor de corrente de entrada |, contendo qualquer
elemento passivo (capacitor, indutor ou resistor) ou a combinagao deles como mostra a figura 6.4.1.
A relacdo entre a tensédo e a corrente é dada pela Impedancia (Z) do circuito.

Impedéancia (Z) de um circuito é definida como arelag&o entre a tensdo e a corrente que
atravessa um bipolo de um circuito.
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. A carga
( R

+ A
L

VE V < T Z
Cc
|
3

Figura 6.4.1 — Fonte de Tens&o alternada alimentando um circuito RLC

onde:

V —fasor tensdo entre os terminais A e B (V);

| — fasor corrente entre os terminais A e B (A);
Z — Impedancia do bloco de carga entre os terminais A e B ().

A impedéancia Z, dada pela relagdo entre tensdo e corrente num circuito misto,

representa a medida da oposicdo que este circuito oferece a passagem de uma corrente
alternada.

Como os fasores V e | sdo nimeros complexos, a impedancia Z é também um ndmero
complexo, mas ndo € um fasor.

e Paraum circuito (ou bloco) resistivo puro:

Se o bloco de carga do circuito da figura 6.4.1 for composto apenas por um ou uma
combinacdo de resistores ideais (circuito resistivo puro) e sabendo que a tensao e a corrente estédo
em fase num elemento resistivo, entdo:

’ (o]
Zr _ VR _Ver£07 Vet g0 _g, 00 _R
|R |efZOO Ief

Nos terminais de um resistor ou de um circuito resistivo puro a impedancia Z € igual a
resisténcia R:

ZR :R

E, portanto, um niimero real positivo.

No plano cartesiano a representacdo de uma impedancia de um resistor ideal € dada na
figura 6.4.2.
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ZR=R
po——»Re

6.4.2 — Impedancia de um resistor ideal: nimero real no plano cartesiano

e Paraum circuito (ou bloco) indutivo puro:

Se o bloco de carga do circuito da figura 6.4.1 for composto apenas por um ou uma

combinacgdo de indutores ideais (circuito indutivo puro) e sabendo que a corrente esta atrasada de
90° da tensdo num elemento indutivo puro, entio:

2, OV V0%V

=~ =—°L /190° =X, |£+90° = +j-[X, | =+j- ®-L
L 1, /-90° Iy + X |<+ X[ =+ o

Num circuito ou bloco indutivo puro aimpedéancia Z € igual a reatancia indutiva X,:

Z =+j- X |=+j-0L

E, portanto, um nimero imaginario positivo.

No plano cartesiano a representagdo de uma impedancia de um indutor ideal é dada na
figura 6.4.3.

ImI
Z =+j|X|

A

‘\+9o°

6.4.3 — Impedancia de um indutor ideal: nimero imaginario positivo no plano cartesiano.

Para um circuito (ou bloco) capacitivo puro:

Se o bloco de carga do circuito da figura 6.4.1 for composto apenas por um ou uma

combinacdo de capacitores ideais (circuito capacitivo puro) e sabendo que a corrente esta
adiantada de 90° da tensdo num elemento capacitivo puro, entao:

Vo  Vg20° V . Xl 1
Zo=-C=_"¢f =—° ,_90° =X |£-90° = - |Xc| =2
Tl 1ygz+90° g el IXel =5

j jro-C
Nos terminais de um indutor ou num circuito capacitivo puro, a impedancia Z é igual a
reatancia capacitiva Xc:
: —j 1
Z = —]- X = —=
c J| C| ®-C joC

E, portanto, um nimero imaginéario negativo.
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No plano cartesiano a representagdo de uma impedancia de um capacitor ideal € dada na
figura 6.4.4.

A
Im

»R
oo )

v .
® Zc=j|Xc|

6.4.4 — Impedancia de um capacitor ideal: niUmero imaginario negativo no plano cartesiano.

e Paracircuito (ou bloco) RLC misto:

Se o bloco de carga do circuito da figura 6.4.1 for composto pela combinacao de elementos

passivos (circuito misto), a tensao e a corrente terdo angulos de fase diferentes e estarao defasados
por um angulo ¢.

Sabendo que:
=0y -8
entdo:
VZ Veflev Vef

Z;ZMZEZ(GV —9,)=|Z|L(9V —9|)=|Z|Li¢=RiJX

Como sabemos, um numero é chamado complexo porque é composto por duas partes:
uma parte real e uma parte imaginaria. Portanto:

A impedancia de um elemento de carga misto € um numero complexo.

Na forma polar possui um médulo |Z| e um angulo ¢. Na forma retangular possui uma parte

real, representada pela resisténcia R da carga do circuito e uma parte imaginaria, representada pela
reatancia X da carga do circuito:

Z=|Zl£+¢=R+j-X

Nos terminais de uma carga mista (RLC), a impedéancia Z sera composta por uma parte real
positiva referente ao teor resistivo e uma parte imaginaria referente ao teor reativo (capacitivo ou
indutivo).

e Se aparte imaginéria for positiva, o teor é indutivo.
e Se aparte imaginéria for negativa, o teor é capacitivo.

O angulo ¢ representa a diferenga entre as fases da tensao e da corrente e é chamado
angulo de defasagem, angulo de deslocamento ou angulo de impedancia:

¢ =0y -0

A impedancia de um circuito de carga mista pode ser representado no plano cartesiano
como um numero complexo, como mostra a figura 6.4.5.
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y
Im

IOl — »Z=R+jXL Im

»Re 'jXL

(a) (b)

6.4.5 — Impedancia de um circuito de carga mista € um nimero complexo no plano cartesiano: (a) teor indutivo, parte
imaginaria positiva; (b) teor capacitivo, parte imaginaria negativa.

Como estudado na matematica, podemos representar um namero complexo na forma polar
e na forma retangular e ainda transformarmos de uma forma em outra. Assim, podemos representar
a Impedancia na forma polar ou na forma retangular e transforma-las uma em outra, como mostra a
figura 6.4.6:

R =|Z|cos¢ X =(Z|send

|zZ|=VR? + X2 ¢:ardg%
FORMA POLAR FORMA RETANGULAR

Figura 6.4.6 — transformacao de impedancias da forma polar para a forma retangular e vice-versa.

Observacdo: A maioria das calculadoras cientificas apresenta uma fungdo que permite essas
transformagbes facilmente. E importante conhecer como fazé-las, para facilitar os calculos
necessarios a uma analise de um circuito em corrente alternada.

No trato dos circuitos no dominio fasorial, todos os elementos do circuito ser substituidos por
uma unica impedancia equivalente Zsq, que em geral é representada na forma retangular:

Zeg =|Zeq|2 £ 9=Rj-X

Nesta representacdo, R, a parte real, é a resisténcia total do circuito e X, a parte imaginaria,
€ a reatancia total do circuito que depende das reatancias indutivas e capacitivas existentes.

Como se pode notar de Z:%, o0 angulo da impedancia é o angulo através do qual a

corrente de entrada avanga com relagcédo a tensao aplicada, contanto que este angulo seja positivo.
Se for negativo, entdo a corrente avanga com relagao a tensao.

Um circuito com um angulo de impedancia positivo € chamado circuito de teor indutivo,
porque as reatancias indutivas dominam as reatancias capacitivas. Similarmente, um circuito que tem
um angulo de impedancia negativo é chamado de circuito de teor capacitivo, pois as reatancias
dos capacitores dominam sobre as reatancias indutivas.

Se o angulo ¢ for nulo na forma polar, a parte imaginaria sera nula na forma retangular. Isso
significa que o circuito possui teor resistivo.
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6.4.1. Diagrama de Impedéancias e Triangulo de Impedéancias

Um diagrama de impedéancia € um auxiliar grafico para se entender a impedancia. Este
diagrama é construido sobre um plano cartesiano de impedéancias (ou plano complexo) que, como
ilustra a figura 6.4.7(a), tem um eixo horizontal (dos numeros reais) que representa as resisténcias,
designado por R, e um eixo vertical (dos numeros imaginarios) que representa as reatancias,
designado por jX. Os dois eixos devem ter a mesma escala.

Um circuito com teor indutivo apresenta um diagrama de impedancia no primeiro quadrante
(XL +) e um circuito com teor capacitivo apresenta o diagrama de impedancia no quarto quadrante

(Xc-)-

Observacgéo: Para um diagrama estar ou no segundo ou no terceiro quadrante, um circuito deveria
ter uma resisténcia negativa. Isso s6 poderia ser produzido por uma ou mais fontes dependentes no
circuito. Este caso ndo sera objeto de nosso estudo neste trabalho.

O Triangulo de Impedéancia é geralmente uma representacao grafica mais conveniente. O
tridngulo retangulo contém vetores que correspondem a resisténcia R, a reatancia jX e a impedancia
Z, com o vetor jX, tragcado na ponta do vetor R e o vetor para Z tragado como a soma destes dois
vetores, como mostra a figura 6.4.7(b) e (c). Podemos perceber que a impedéancia é a soma
vetorial da resisténcia com a reatancia.

Assim, no Tridngulo de Impedancia:
e 0 cateto adjacente é a resisténcia;
e 0 cateto oposto € o mddulo da reatancia;
e a hipotenusa é o modulo da impedancia;

e 0 angulo é o argumento da impedancia que corresponde a defasagem (deslocamento) da
corrente com relagao a tenséo no circuito.
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................................ Z:R+JXL:|Z|Z¢

+HXL

»Re

R

JXc
Z=R-jXc=|Z|£-¢

(c)

Figura 6.4.7 — Diagrama de Impedancias e Triangulo de Impedancias: (a) cargas puras R, L ou C ndo formam o tridngulo de
impedancias; (b) cargas RL formam um triangulo de impedancia positivo; (c) cargas RC formam um triangulo de impedancia
negativo.

Sabemos que a relagao entre a tensao e a corrente num elemento ou parte de um circuito é
a impedancia. Esta, por sua vez, € um numero complexo:

V—Z:ﬂ:ﬁz(ev -0;)=[Z]2(6, - 0;)=|Zl£ £ o=R+j-X

Z=-
I, 1erZ0i g

Através da analise do triangulo de impedancia podemos aplicar as relagdes trigonométricas
para obter o cateto adjacente (resisténcia) e o cateto oposto (mddulo da reatancia). Assim:

R =[Z]-cos ¢
X =|Z|-sen¢
Se tivermos disponiveis os valores da resisténcia e da reatancia, podemos aplicar as

relagdes trigopnométricas do tridngulo de impedancias e obter a hipotenusa (mddulo da impedancia) e
o angulo (argumento da impedancia). Assim:

Z|=R? +|X*
¢ = tarctg m
SR
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Exemplo 6.4.1: Em wuma carga de um circuito de corrente alternada, uma tenséao
v(t)=12-4/2 -sen(377 - t + 15°) provoca uma corrente i(t) =3 -2 - sen(377 - t — 45°).

a) Determine a impedancia dessa carga

b) Determine a defasagem entre tensdo e corrente e o teor do circuito;

c) Trace o triangulo de impedancia da carga;

d) Trace as formas de onda da tens&o e da corrente na carga.

Sabemos que a impedancia de uma carga é dada pela relagédo entre o fasor tenséo e o fasor
corrente nessa carga:

z=Y
I
Assim, a partir dos sinais de tensio e corrente fornecidos na forma trigonométrica podemos
obter os fasores:
V=12,15° e (i=3/-45°
A impedancia sera:

V. 12/15° 12

Z=—= =—/[15 - (-45)] =4£60°
| 32/-45° 3
Na forma retangular, a impedancia é:
Z=2+j346Q

Podemos concluir que o teor do circuito é indutivo, pois a parte imaginaria é positiva. A
defasagem pode ser obtida diretamente do angulo da impedancia, ou fazendo-se:

¢=0y —0,=15° —(-45°)=+60°
O tridngulo de impedancia fica como apresentado na figura 6.4.8.

Im 4
................................. Z:2+J3,46=|4|4600
|12|=4

X =+{3,46
+$=60°

»Re

R=2

Figura 6.4.8 — Triangulo de impedéncia para o exemplo 6.4.1.

Para tracarmos as formas de onda, devemos atribuir valores para a variavel tempo t, desde
zero até o valor de um periodo T, as equacgdes trigonométricas de tensao e corrente. Utilizando um
software para tracar as formas de onda obtemos as curvas da figura 6.4.9. Podemos notar o
defasamento de 60° entre a tensdo e a corrente. Como o circuito é indutivo a corrente esta atrasada.
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tensao (V), corrente (A)
o

-8

-12 4

-16 4

-20

tempo (ms)

—o— V(t) —-— i(t)

Figura 6.4.9 — Formas de onda de tenséo e corrente para o exemplo 6.4.1.

6.4.2. Associacao de Impedancias:

Como uma Impedéancia é a medida da oposicdo de um circuito & passagem da corrente
alternada, as impedancias se relacionam com os fasores de corrente e de tensao através da Lei de

Ohm, da mesma maneira que as resisténcias se relacionam com as correntes e tensdes em CC.
Portanto,

As impedancias podem ser associadas da mesma forma que as resisténcias.

6.4.2.1. Associagdo Série de Impedancias:

A impedancia equivalente Z., de uma associagédo de n impedancias em série, como mostra
a figura 6.4.10 dada pela soma das impedancias individuais da associagéo:

Zoq = Zzi

n
i=1

Zi Z Z Z,

Logli+Zy+Z3+...+2

n

Figura 6.4.10 associacao série de impedancias.
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6.4.2.2. Associagao Paralela de Impedéancias:

O inverso da impedancia equivalente Z,q de uma associagdo de n impedancias em paralelo,
como mostra a figura 6.4.11é dada pela soma dos inversos das n impedancias da associagao:

eq =1 \ i
® o —
Z1 2 Z3 Zn
®
1 1 1 1 1
= =+ + . + —
Zeq Z1 ZZ Z3 Zn

Figura 6.4.11 associagdo paralela de impedancias.

Como mostra a figura 6.4.12, a Impedéancia equivalente (Zeq) de duas (e somente duas)
impedéancias em paralelo: é a razao do produto pela soma das duas impedancias da associagao:

7 _ Z'I'ZZ
eq_Z1+22
1 )

_ Zl'Zz
Mz, +2Z,

Figura 6.4.12 associacdo de duas impedancias em paralelo.

Exemplo 6.4.2: Determine a impedancia equivalente para os circuitos, onde Z,=10+j30Q; Z,=25-
j25Q; Z3=50Q e Z,=-j20Q.

o— — !
Z, Z,
Zy Z;
a) — |
Como a associagao é série, simplesmente somamos as impedancias:
Zoq=24+Zy+2Z3+2Z,=(10+]j30)+(25-j25)+(50) +(-j20)=85-15Q
[
Z: [z | |Zs
b) e

A associagao é em paralelo, entao fazemos pelo inverso da soma dos inversos:
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LI O S O S N NN 74 < S I
Zoq Zy Zy Zz (10+]30) (25-j25) 50 316,716 3535--45 50
LI (0,0316£ - 716) + (0,02828 745) + (0,02.20)

eq
=(0,01-j0,03) + (0,02 + j0,02) + (0,02) = 0,05 — j0,01
eq
Zog=—t——— =20 _50,4113°0
0,05-j0,01 0.05/-113
Z,

Zy [ |24

C)e

Este € um circuito misto. Devemos comecar pela associagdo paralela de Z, com Z,.
Podemos determinar pela relagdo do produto pela soma:

Z,-Z, (25-j25)-(-j20) (3535, -45)-20,-90  707/-135
Z,+2Z, (25-j25)+(-j20) 25 — j45 5147/ -60,95

=1374/ -74,05°

Como Z' esta associada em série com Z;, somamos as duas impedancias:

Zoq =242 = (13742 - 74,05° )+ (10 + j30) = (3,78 — [13,21) + (10 + j30) = 13,78 + 16,79 O

6.4.3. Tabelas-resumo

Relagdes entre Tenséo e Corrente nos Elementos Passivos (RLC)
Dominio Tempo Dominio Fasorial
Elemento Comportamento
Unidade Relagao Relagao Unidade
Vg (t Vv
Resistor SO tase Ohm, Q R= .R—() R=-% Ohm, Q
com a tensdo ir(t) Ir
. . dvg(t) :
. Corrente adiantada ic(t)y=C-—~ x.. Yo
Capacitor 90° da tensdo Farad, F dt C ic Ohm, ©
Corrente atrasada di (t) A
Indutor 90° da tensao Henry, H | v (t)=L ot L L Ohm, Q
A Corrente defasada Vz
- Z -0
Impedéancia da tensao Ohm, Q i Ohm,
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Relagdes entre Tenséo e Corrente nos Elementos Passivos (RLC)
Unidade Natureza Forma Forma Polar Modulo
Retangular
Resisténcia
5 Ohm, Q Real R R R
Reatancia | o 1 ’
Capacitiva maginario |y  _ - _90° -
P Ohm, © | "Negativo ¢ jecC Xc =[Xc|4(=90%) | [X¢] ®-C
Xc
Reatancia | o
; maginario ok _ o — .
Indutiva Ohm, @ | "TOESIC | X =jo-L | X_= X, [£(+90°) X |=w-L
XL
Impedancia
P . Ohm, Q@ | Complexo | £Z=Rz*jX Z=|Z|£+¢ 2| = JR2 +|x|2

v(t)=V, -sen(co-t+6V)=\/§-Vef -sen(m-t+06y)

i(t)=1, -sen(m-t+6|)=\/§-lef -sen(w-t+6,)

onde:

o - freqliéncia angular [rad/s];

f — freqUéncia [H];

T — periodo do ciclo [s];

Vp :\/E'Vef

m=2-n-f=g
T

=0y -8

¢ - defasagem entre tenséo e corrente [° ou rad];

=

v(t) e i(t) — tenséo e corrente instantaneas, respectivamente [V e A];

Vp e |, — tensdo e corrente de pico, respectivamente [V e A];

Vs € les — tens@o e corrente eficaz, respectivamente [V eA];

V e |- fasor tens&o e corrente, respectivamente [V e AJ;

Ov e 0, — angulo de fase inicial da tens&o e da corrente, respectivamente [° ou rad];

Convencbes de Sinais

Defasagem ¢

Positiva Teor Indutivo
Negativa Teor Capacitivo
Zero Teor Resistivo

i = Ief46|

= V = Veféev
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6.4.4. Exercicios

6.4.4.1) Dados os pares de tensdo e corrente numa carga, calcule a impedancia, desenhe o
tridngulo de impedancia e determine o teor da carga:

a) v(t)=200sen(ot+30°)V e i(t)=10sen(ot+30°)A

b) v(t)=50sen(377t+20°)V e i(t)=5sen(377t-70°)mA

c) v(t)=300sen(1000t+10°)V e i(t) = 60sen(1000t +100°)
d) v(t)=220v/2sen(377t+60°)V e i(t) = 22+/2 cos(3771)

6.4.4.2) Dados os circuitos, determine a impedancia equivalente, considerando uma freqiiéncia de

1000Hz.
Dados: R1=5042;, R2=10042, L1=50mH; L3=20mH; C1=20uF
R1 L1 RZ
+ L3
o Jut)
T
a)
+
COLTIN TR
R1 —
b)
— C1
c)

6.5. ADMITANCIA

Definimos Admitancia Y como sendo o inverso da impedancia Z. Assim:

y-1
Z

Como,
Z:¥
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A admitancia é a razdo entre o fasor da corrente e o fasor da tensio:

Y=
Y,

Unidade: Siemens (S, mho ou Q™)

A impedancia de um circuito quantifica em ohms a oposicdo que este circuito oferece a
passagem da corrente elétrica em CA, assim como a resisténcia em CC.

A admitancia de um circuito quantifica em Siemens a facilidade que este circuito oferece a
passagem da corrente elétrica em CA, assim como a condutancia em CC.

Da mesma forma que a impedancia, a admitancia também é um numero complexo.

A parte real da admitéancia € a Condutancia G, e a parte imaginaria da admitancia é a
Susceptancia B. Assim:

Y=G+jB

Admitancia, condutancia e susceptancia tém suas unidades expressas em Siemens S (ou
mho).

Temos entao que:

Y-G4+jBodo_ 1
Z R+j-X

Importante: a equagao acima deve ser analisada cuidadosamente; ela ndo estabelece que a parte
real da admitancia é igual a reciproca da parte real da impedancia, ou que a parte imaginaria da
admitancia é igual a reciproca da parte imaginaria da impedancia. Ou seja:

Y=G+]B= l+jl
R X

A admitancia sendo uma quantidade complexa pode ser expressa na forma polar:
Y=G+j-B=|Y|4(|)

na qual:

Y| =vG?* +B?

B
o= arctg(aj

Admitancia Y € o inverso da Impedéancia Z
Condutancia G é o inverso da Resisténcia R

Susceptancia B é o inverso da Reatancia X

6.5.1. Associacdes de Admitancias

Como a admitancia é a reciprocidade da impedancia entdo podemos estabelecer que, para
associacdes de admitancias:

e A admitancia equivalente Y., de uma associagdo de admitancias em série: o inverso da
admitancia equivalente de uma associagao série € dada pela soma dos inversos das admitancias
da associa¢ao, como mostra a figura 6.5.1.
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€q i=1 "1
Y1 Y2 Y3 Yn
oo e m—o ... o—[t-e
1 1 1 1 1
= —+ + 4+ e + —
Ye Y1 Y2 Y3 Yn

Figura 6.5.1 — associagdo série de admitancias.

e A admitancia equivalente Y, para uma associacédo de admitancias em paralelo: é dada pela
soma das admitancias da associagdo, como mostra a figura 6.5.2.

n

Yeq=2.Yi

i=1

® o
Y1 Y2 Y3 Yn

Ye =Y +Y, +Y3 +---+Y
Figura 6.5.2 — associacdo paralela de admitancias.

Exemplo 6.5.1: Duas admitancias Y,=0,4+j0,2 e Y,=0,25-j0,5 estdo associadas em série. Determine
a admitancia equivalente e a impedancia equivalente da associagao:

Duas admitancias em série podem ser obtidas pela relagédo entre produto e soma:

CY,-Y, (04+]02)-(025-j05) (045.2656°)-(056/ —63,43°)

Y, +Y, (04+)0,2)+(025-j05) 0,65 -j0,3
= 202273087 _ 35, 1209° =034~ 0,07
0722478
o
Zoq=—) 10 _86,+1209° =28+ 060

Yoq 035/-12,09°

6.5.2. Diagrama de Admitancias

Como é de se esperar, existe um diagrama de admitancia que pode ser tracado sobre um
plano cartesiano complexo de admitancias que tem um eixo de conduténcia horizontal G, um eixo de
susceptancia vertical jB. Existe também um tridngulo de admitancia que é usado similarmente em
relagcédo ao tridngulo da impedancia. A figura 6.5.3 mostra o diagrama e o tridngulo de admitancias.

Importante: devemos notar que:
e teor indutivo = ¢ negativo

¢ teor capacitivo = ¢ positivo
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................................ Y=G+{Bc=|Y|L+¢

+Bc

> »Re
G
(b)
»Re
[jBL
Y=G-jB.=|Y|£-¢
(c)

Figura 6.5.3 — (a) Diagrama de Admitancias e Triangulo de Admitancias: (b) cargas capacitivas formam um triangulo de
admitancias positivo; (c) cargas indutivas formam um triangulo de admitancias negativo.

6.6. ANALISE DE CIRCUITOS DE CORRENTE ALTERNADA

Os circuitos elétricos de corrente alternada podem, geralmente, ser analisados através dos
mesmos métodos e teoremas usados para a analise de circuitos de corrente continua, utilizando-se
para tanto, a representagao fasorial dos sinais senoidais e as operacdes algébricas dos numeros
complexos.

O estudo detalhado dos métodos e teoremas para a analise de circuitos de corrente
alternada sera abordado em outro curso, ndo sendo, portanto, objetivo deste trabalho. Abordaremos
a analise de alguns circuitos simples de corrente alternada através de exemplos.

6.6.1. Andlise de Circuitos RC

Exemplo 6.6.1: Um sinal senoidal v(t) =+/2.200- sen(2000 - t) é aplicado a um resistor ideal de 25
associado em série com um capacitor ideal de 20uF, como mostra a figura 6.6.1.

a) Determine o valor dos componentes no dominio fasorial,
b) Determine a impedancia equivalente, o triangulo de impedancias e o teor do circuito;

c) Determine as correntes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
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d) Determine as tensdes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
e) Trace o diagrama fasorial dos sinais nos trés elementos;

f) Trace o diagrama temporal dos sinais nos trés elementos.

Figura 6.6.1 — Circuito RC série para o exemplo 6.6.1.

No dominio fasorial, o resistor vale os mesmos 25Q. Devemos calcular o valor da reatancia
capacitiva:

1 1

== =-j250Q
joC  j.2000-20-107

Xc
Como o circuito é série, a impedancia equivalente é dada pela soma das impedancias,
assim:
Zoqg=2Zr +Zc =R+ X¢ =25-j25=3536/-45°Q

O triangulo de impedancias esta apresentado na figura 6.6.2 e tem teor capacitivo pois o
sinal da impedancia é negativo.

|Z|=35,36Q Xe=125Q

Figura 6.6.2 — Tridngulo de impedéancias — teor capacitivo — para o exemplo 6.6.1

O fasor corrente fornecida pela fonte é dada pela relagao entre o fasor tensdo da fonte e a
impedancia equivalente do circuito:

y o]
_V 20020 =566/ + 45°

ic = _
P Z. 3536 -45°

Como o circuito é série, entdo a corrente em todos os elementos é a mesma:
i =lc =g =566 + 45°A
No dominio temporal a corrente é dada na forma trigonométrica:
i(t) =5,66 - v/2 - sen(2000 - t + 45°) = 8 - sen(2000 - t + 45° ) A

A tensdo da fonte foi dada. A tensao nos terminais do resistor é dada pela Lei de Ohm
através do fasor:

Vg =Rig =25.566.,45° =1415.,45°V

Na forma trigonométrica:
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Vg (t)=141542 - sen(2000 - t + 45°)V

Como podemos perceber, tanto o fasor tensdo como o fasor corrente nos terminais do
resistor tem o mesmo angulo, o que representa que estdo em fase (defasagem nula), como
esperavamos.

A tensao nos terminais do capacitor € dada pela Lei de Ohm aplicada a reatancia capacitiva:
Ve = X¢ -lc =—j25-5,66.245° =25/ -90° - 566.,45° =1415/ — 45°V
Na forma trigonométrica:
v (t)=1415+/2 - sen(2000 - t — 45°) V

Como o angulo da tensdo nos terminais do capacitor é -45° e o angulo da corrente é +45°, a
defasagem é -90°, o que indica que a corrente esta adiantada de 90° da tensao.

A figura 6.6.3 apresenta o diagrama fasorial completo para o circuito. Pelo diagrama fasorial,
podemos observar claramente que a tensao e a corrente no resistor estao em fase e que a corrente
esta adiantada de 90° da tensdo no capacitor. Ja nos terminais da fonte, podemos verificar que a
corrente esta adiantada de 45° da tensao, caracterizando um circuito com teor capacitivo (RC).

Vr

Ve

Figura 6.6.3 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.6.1.

Podemos atribuir valores para a variavel t nas formas trigonométricas e tragcar as formas de
onda para as tensdes e correntes, como mostra a figura 6.6.4. Pelas curvas, podemos verificar, mais
uma vez, a defasagem de 90° entre tensdo e corrente no capacitor, a corrente adiantada de 45° da
tensao na fonte e a corrente em fase com a tenséo no resistor.
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300

250 A

200 -

150

100 +

50

50
-100 /
150 2 K

-200 -

Tenséao (V), Corrente (A)
o

-250

-300

Posicdo Angular wt (graus)

—e&— Tensdo Fonte —— Corrente —&— Tensdo Resistor —¢— Tensao Capacitor

Figura 6.6.4 — Formas de onda de tenséo e corrente para o circuito do exemplo 6.6.1.

6.6.2. Andlise de Circuitos RL

Exemplo 6.6.2: Um sinal senoidal v(t) =+/2.200- sen(2000 - t) é aplicado a um resistor ideal de 25Q
associado em série com um capacitor ideal de 25mH, como mostra a figura 6.6.5.

a) Determine o valor dos componentes no dominio fasorial;

b) Determine a impedancia equivalente, o triangulo de impedéncias e o teor do circuito;

c) Determine as correntes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
d) Determine as tensdes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
e) Trace o diagrama fasorial dos sinais nos trés elementos;

f) Trace o diagrama temporal dos sinais nos trés elementos.

R

Wonte i
L

Figura 6.6.5 — Circuito RL série para o exemplo 6.6.1.

No dominio fasorial, o resistor vale os mesmos 25Q. Devemos calcular o valor da reatancia
indutiva:

X_ =joL =j2000-25-1072 = +j50Q
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Como o circuito é série, a impedancia equivalente é dada pela soma das impedancias,
assim:

Zog =Zr +2Z, =R+X_ =25+ 50 = 559/6343°Q

O triangulo de impedancias esta apresentado na figura 6.6.6 e tem teor indutivo, pois o
sinal da impedancia é positivo.

|Z|=55,9Q X =+j50Q

Figura 6.6.6 — Tridngulo de impedancias — teor indutivo — para o exemplo 6.6.2.

O fasor corrente fornecida pela fonte é dada pela relagao entre o fasor tensdo da fonte e a
impedancia equivalente do circuito:

y o]
lr = vV _ 20020 =358/ -6343°A

Zoq 559.6343°

Como o circuito é série, entdo a corrente em todos os elementos é a mesma:
lr =1 =lr =358/ -63,43°A
No dominio temporal a corrente é dada na forma trigonométrica:
i(t) =358 /2 - sen(2000 - t — 63,43°) = 5,06 - sen(2000 - t — 63,43°) A

A tensdo da fonte foi dada. A tensao nos terminais do resistor é dada pela Lei de Ohm
através do fasor:

Vg =Rz =25.3,58£ - 63,43° =895/ - 63,43°V
Na forma trigonométrica:
Vg (t)=895+/2 - sen(2000 - t — 63,43°)V

Como podemos perceber, tanto o fasor tensdo como o fasor corrente nos terminais do
resistor tem o mesmo angulo, o que representa que estdo em fase (defasagem nula), como
esperavamos.

A tensao nos terminais do indutor é dada pela Lei de Ohm aplicada a reatancia indutiva:
V, =X, i, =j50-358~2 -63,43° =50,90° - 358/ — 63,43° =179/2657°V
Na forma trigonométrica:
vL (t)=179+/2 - sen(2000 - t + 26,57°) V

Como o angulo da tensédo nos terminais do indutor é 26,57° e o angulo da corrente é -
63,43° a defasagem é +90°, o que indica que a corrente esta atrasada de 90° da tenséo.
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A figura 6.6.7 apresenta o diagrama fasorial completo para o circuito. Pelo diagrama fasorial,
podemos observar claramente que a tensao e a corrente no resistor estdo em fase e que a corrente
estd atrasada de 90° da tensdo no indutor. Ja4 nos terminais da fonte, podemos verificar que a
corrente esta atrasada de 63,43° da tensdo, caracterizando um circuito com teor indutivo (RL).

Figura 6.6.7 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.6.2.

Podemos atribuir valores para a variavel t nas formas trigonométricas e tragar as formas de
onda para as tensdes e correntes, como mostra a figura 6.6.8. Pelas curvas, podemos verificar, mais
uma vez, a defasagem de 90° entre tenséo e corrente no indutor, a corrente atrasada de 63,45° da
tensao na fonte e a corrente em fase com a tensao no resistor. Para efeitos de escala a corrente esta
multiplicada por 10.

300

W SN
>/

100 A

50

0 4

Tenséo (V), Corrente (x10A)

- SN A S

-300

Posicédo Angular wt (graus)

—&— Tensao Fonte —— Corrente —&— Tensao Resistor —>¢— Tensao Indutor

Figura 6.6.8 — Formas de onda de tenséo e corrente para o circuito do exemplo 6.6.2.

6.6.3. Andlise de Circuitos RLC

Exemplo 6.6.3: Um sinal senoidal v(t) =+/2-200- sen(2000 - t) é aplicado a um resistor ideal de 25

associado em série com um indutor ideal de 25mH e a um capacitor ideal de 20uF, como mostra a
figura 6.6.9.

a) Determine o valor dos componentes no dominio fasorial;
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Determine a impedancia equivalente, o triangulo de impedancias e o teor do circuito;
Determine as correntes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
Determine as tensdes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
Trace o diagrama fasorial dos sinais nos trés elementos;
Trace o diagrama temporal dos sinais nos trés elementos.

Figura 6.6.9 — Circuito RLC série para o exemplo 6.6.3.

Dos exemplos 6.6.1 e 6.6.2, ja conhecemos as reatancias capacitivas e indutivas. Assim,
como o circuito € uma conexao série, para obtermos a impedancia equivalente, devemos somar as
impedancias dos elementos:

Zoq=Zr +Zg +Z| =R+ X¢ +X_ =25 25+ j50

Zoq = 25+ |25 = 3536.£45°Q

O tridngulo de impedancias resultante esta apresentado na figura 6.6.10. Do angulo da
impedancia, podemos concluir que o circuito apresenta teor predominantemente indutivo, apesar de
também possuir capacitor.

1Z|=35,36Q
X =+j25Q

Figura 6.6.10 — Tridngulo de impedéancias — teor indutivo — para o exemplo 6.6.3.

A corrente no circuito € a mesma em todos os elementos, pois estdo em série:

. . . . ) 0
IF :IR =|C :||_ = V = 20040 =5,664—450A
Zoq 3536.45°

A corrente na forma trigonométrica:
i(t) =5,66 - /2 - sen(2000 - t — 45°) A
O fasor tensao no resistor é dada pela Lei de Ohm:
Vg =R Iz =25.566./ —45° =1415/ - 45°V

Na forma trigonométrica: vy (t)=1415- J2 - sen(2000 -t - 45°)V

A tensao no capacitor é dada pelo produto da reatancia capacitiva pelo fasor corrente:
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Vg =Xc -lg =—j25 566/ —45° =25/ -90° - 566/ — 45° =1415/ —135°V

Na forma trigonométrica: v (t)=1415- V2. sen(2000 -t -135°)V
A tensao no indutor é o produto da reatancia indutiva pelo fasor corrente no indutor:

V| =X, -l =+j25.566/ —45° =25/ +90° -566/ —45° = 1415/ + 45°

Na forma trigonométrica: v (t)=1415- J2- sen(2000 -t +45°)V

Como os fasores de tensao e corrente podemos tragar o diagrama fasorial da figura 6.6.11.
No diagrama fasorial observamos claramente que a tensdo e a corrente no resistor estdo em fase. A
corrente no indutor esta atrasada de 90° da tensdo. A corrente no capacitor esta adiantada de 90° da
tensdo. Isso resulta que, na fonte, a corrente estd atrasada de 45° da tensdo, proporcionando um
teor predominantemente indutivo para o circuito.

Vi

+45°
-45

IF:IR:IC:IL

Vr

Figura 6.6.11 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.6.3.

Podemos atribuir valores para a variavel t nas formas trigonométricas e tracar as formas de
onda para as tensdes e correntes, como mostra a figura 6.6.12. Pelas curvas, podemos verificar,
mais uma vez, a corrente adiantada de 90° da tensdo no capacitor, a corrente atrasada de 90° da
tensdo no indutor, a corrente em fase com a tensdo no resistor e a corrente atrasada de 45° da
tensao na fonte. Para efeitos de escala a corrente esta multiplicada por 10.
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Figura 6.6.12 — Formas de onda de tensao e corrente para o circuito do exemplo 6.6.3.

Exemplo 6.6.4: Um sinal senoidal v(t) =+/2.200- sen(2000 - t) é aplicado a um resistor ideal de 25Q
associado em série com um indutor ideal de 25mH. Considere agora a conexao de um capacitor
ideal de 25uF em paralelo, como mostra a figura 6.6.13.

a) Determine o valor dos componentes no dominio fasorial;

b) Determine a impedancia equivalente, o triangulo de impedéncias e o teor do circuito;

c) Determine as correntes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;
d) Determine as tensdes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal,
e) Trace o diagrama fasorial dos sinais nos trés elementos;

f) Trace o diagrama temporal dos sinais nos trés elementos.

Figura 6.6.13 — Circuito RLC misto para o exemplo 6.6.4.

Os elementos desse circuito sdo os mesmos dos exemplos 6.61, 6.6.2 e 6.6.3. Portanto, as
reatancias ja estdo calculadas. Para determinarmos a impedancia equivalente, devemos considerar
que o circuito da figura 6.6.13 é uma associagdo mista e, como tal, devemos resolver por partes.
Observando o circuito verificamos que ha uma associagdo série do resistor como o indutor que
precisa ser resolvida inicialmente. Assim, determinamos a impedancia equivalente parcial Z’:
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Z'=Zp +Z, =R+ X, =25+ 50 =559.,6343°Q

Da inspec¢ao visual do circuito da figura 6.6.13, verificamos que esta impedéancia equivalente
parcial Z' esta associada em paralelo com a impedancia do capacitor. Assim:

_ Xg-Z'  25/-90°-559.6343° 13975/ -2657° 13975/ -2657°
4 Xe+2Z -j25+25+ 50 25+ j25 35,36./45°
Zoq =3952/-T157° =125-j375Q

Como o angulo da impedancia equivalente e a parte imaginaria sdo negativos, concluimos
que o circuito tem teor predominantemente capacitivo. O triangulo de impedancias resultante dessa
associacao esta apresentado na figura 6.6.14.

R=12,5Q

$=-71,57°

1Z|=39,52Q X=-j37,5Q

Figura 6.6.14 — Triangulo de impedéancias para o circuito do exemplo 6.6.4.

Para determinarmos as correntes nos elementos, primeiramente temos que calcular a
corrente fornecida pela fonte a impedancia equivalente. Assim:

' o)
_VE 200207 _ 5064 7157°A

i o VE _
P Ze 3952, -7157°

Como o circuito apresente dois ndés, devido a conexao paralela do capacitor, a corrente
fornecida pela fonte se divide em duas componentes: uma para o capacitor e outra para a
impedancia equivalente parcial Z’. Como o capacitor estd em paralelo com a fonte de tensao, a
tensado nos seus terminais é a mesma da fonte. Assim a corrente no capacitor é dada por:

Vo Ve 20020°

Zc Xc 254-90°
A impedancia equivalente parcial Z’' também esta em paralelo com a fonte e, portanto, esta

aplicada a mesma tensao da fonte. Assim, podemos determinar a corrente na impedancia Z’'. Como

esta impedancia parcial € composta por dois elementos em série, a corrente no resistor e no indutor
€ a mesma. Assim, a corrente nestes elementos é dada por:

i = =8/ +90°A

Vy  200£0°

> e e 63430 =358/ -6343°A
55963,

iz' = IR :IL =
Na forma trigonométrica as correntes sao dadas por:
i (t) = 5,06 - +/2 -5en(2000 - t + 71,57°)
ic(t)=8-/2-sen(2000 -t + 90°) A

i (t) =i, (t) =358 -~/2-sen(2000 - t — 63,43°) A

A tensao no capacitor € a mesma da fonte, por estar em paralelo:
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Ve =200£0°V
v (t)=200-+/2 - sen(2000 - t) V
A tensao no resistor pode ser determinada pelo produto da resisténcia pela sua corrente:
Vg =R Iz =25.358/ - 63,43° =895/ - 6343°V

Vg (t)=895-+/2 -sen(2000 - t — 63,43°)V

A tensao no indutor pode ser determinada pelo produto da reatancia indutiva pela corrente
no indutor:

V, =X, -I, =50£90° -3,58/ - 63,43° =179.£26,57°V

v ()=179 /2 - 5en(2000 - t + 26,57°)

Com os fasores de tensdo e corrente podemos ftragar o diagrama fasorial que esta
apresentado na figura 6.6.15. Com os sinais de tensao e corrente na forma trigonométrica podemos
obter as formas de onda, como estdo apresentadas na figura 6.6.16.

Analisando o diagrama fasorial e as formas de onda, podemos concluir que a corrente
fornecida pela fonte esta adiantada de 71,6° da tensdo da fonte, o que caracteriza um circuito com
teor capacitivo. A corrente nos terminais do capacitor estda adiantada de 90° da tensdo em seus
terminais. A corrente no resistor esta em fase com a tensdo em seus terminais. A corrente no indutor
(que é a mesmo no resistor por estar em série) esta atrasada de 90° da tensdo no indutor. Podemos
verificar que o fasor corrente no capacitor tem maédulo maior que o médulo do fasor corrente na fonte.
Isso acontece porque o capacitor troca energia com o indutor no processo de carga e descarga. Pela
Lei de Kirchhoff para as correntes nos nos, a corrente fornecida pela fonte deve ser a soma da
corrente no capacitor com a corrente na impedancia equivalente parcial Z’:

g =ic +1, =8.90° + 358/ —63,43° = (0 + j8) + (16 — j3,2) =16 + j4,8 =506 £716°

Isso prova que o resultado estad correto, pois devemos lembrar que estamos somando
fasores, que sao vetores que possuem moédulos e angulos.

> V|:=VC

Vr

Figura 6.6.15 — Diagrama fasorial para o exemplo 6.6.4.
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Figura 6.6.16 — Formas de onda de tenséo e corrente para o circuito do exemplo 6.6.3.

6.6.4. Exercicios:

Para os circuitos abaixo:

a) Determine o valor dos componentes no dominio fasorial;

b) Determine a impedancia equivalente, o triangulo de impedéncias e o teor do circuito;

c) Determine as correntes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;

d) Determine as tensdes nos trés elementos do circuito, nos dominios fasorial e temporal;

e) Trace o diagrama fasorial dos sinais nos trés elementos;

f) Trace o diagrama temporal dos sinais nos trés elementos;

g) Simule os circuitos em software de simulagao eletrénica para verificar as formas de onda

encontradas e conferir os valores calculados.

Dados: vF(t)=12\/§-sen(377-t)V ; R1=202 ; L=10mH ; C=660uF

R R
A
Yonte —c Yonte
6.64.1) — 6642
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/7. POTENCIA E ENERGIA ELETRICA EM CORRENTE ALTERNADA

Quando analisamos um circuito em termos de energia, estamos interessados na quantidade
de energia, em funcdo do tempo, entregue pelas fontes ao circuito e na quantidade de energia
consumida ou armazenada nos componentes passivos. Sabemos que:

En=P-t J)
onde:
En — energia elétrica [J];
P — poténcia elétrica [W];
t — tempo [s]
P-=t W)

Isto é, estamos interessados no comportamento da poténcia do circuito, pois poténcia € a
variacdo da energia em funcdo do tempo. A poténcia elétrica representa a velocidade com que se
realiza um trabalho elétrico.

Do estudo de circuitos em corrente continua, sabemos que a poténcia é dada pelo produto
da tensdo pela corrente, pois a tensdo representa a quantidade de energia capaz de movimentar
uma certa quantidade de cargas elétricas (V=J/C) e corrente representa o fluxo de cargas num dado
intervalo de tempo (A=C/s). Portanto, o produto da tensado pela corrente representa a quantidade de
trabalho (energia) realizado num dado intervalo de tempo:

JC_J_w

C s s

Assim para o circuito da figura 7.1 a poténcia fornecida pela fonte é dada por:

P=V-I (W)
onde V e | sdo constantes. Portanto, a poténcia fornecida pela fonte CC ao resistor € uma constante.

Figura 7.1 — Fonte de tens&o continua alimentando uma resisténcia

7.1. POTENCIA INSTANTANEA

Seja uma fonte de tensdo alternada senoidal v(t) fornecendo uma corrente alternada
senoidal i(t) a uma dada impedéancia de carga Z, conforme o circuito da figura 7.1.1. Em corrente
alternada, para uma dada carga de impedancia Z=R+jX como mostra a figura 7.1.1, a tenséo e a
corrente serdo senoidais. Assim:
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v(t) =V, -sen(o-t+0y)

i(t) =1, -sen(w-t+0))

tomando a tensdo como referéncia, temos 0y = 0°. A defasagem ¢ entre tensdo e corrente pode ser
dada por:

Substituindo:

v(t) =V, -sen(o - t)

i(t) =1, -sen(o-t-9¢)

Figura 7.1.1 — Fonte de tensao alternada senoidal alimentando uma impedancia Z.

Neste caso, como v(t) e i(t) ndo s&o constantes no tempo, a poténcia também ndo sera
constante no tempo. A poténcia instantanea p(t) na impedéancia Z do circuito da figura 7.1.1 pode
ser determinada pelo produto da tensdo instantanea pela corrente instantanea:

P = VO -i®) )
substituindo as equagdes de v(t) e i(t),
Portanto:

p(t) =V, -sen(o-t) -1, -sen(o -t - ¢)

p(t) =V -1y - [sen((o -t)-sen(o -t - d))]

Considerando a identidade trigonométrica:

sena -senp = % . (COS(OL - B)— COS(Oc + B))

Substituindo os valores, obtemos:

p(t):Vp-Ip-E-cos(co-t—m-t+¢)—%-cos(w-t+co-t—q))}
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desenvolvendo a equagao acima chega-se a Equacéo Geral da Poténcia Instantanea:

1

1
D(t)=§-Vp Ay -cos¢—§-vp-lp -cos(2-o-t—¢)

Observando a equacgdo acima percebemos que a poténcia instantdnea é composta por dois
termos:

e um termo constante (independente do tempo) = py(t) = -COS ¢

N[

'Vp'lp

1
e um termo variavel (funcéo do tempo) = po(t) = —5 Vp - lp -cos@-o-t—1¢)

O primeiro termo, constante ao longo do tempo, é representado graficamente por uma reta.
O segundo termo, variavel em fungdo do tempo, é representado graficamente por uma cossendide
negativa com o dobro da frequencia (2w) do sinal de tensdo e de corrente. A poténcia instantanea
p(t) &, portanto, a soma dos dois termos, p1(t)+p2(t), como mostra a figura 7.1.2.

—a—termo 1
——termo 2
—o—p(t)

Figura 7.1.2 — Poténcia instantanea é formada por um termo constante e uma cossenoide negativa.

A andlise da poténcia instantdnea esta relacionada mais com a parte de protegcdo dos
circuitos. Por exemplo se a poténcia maxima instantdnea num ponto do circuito € de 1 W, nao
podemos colocar neste ponto um componente que dissipe no maximo 0,5 W.

Continuando o desenvolvimento da equacao geral da poténcia instantanea e utilizando a
identidade trigopnométricas

cos(o + B) = cosa - cosp —sena - senp,

podemos obter:

p(t):%-vp Ay -cosd)—%-vp ‘1, -[cos(2- @ - 1) - cos(- ¢) - sen(2 - o - t) - sen(- ¢)]

como sen(-a) = —sena e cos(—a) = Cos a, substituindo:
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p(t) :%'Vp p -cosq)—%-vp p -[cos(2-co-t)-cos(+ ¢)+sen(2-m-t)-sen(<|>)]

p(t):%-vp 1y -cosq)—%-vp-lID -cos(2-co-t)-cos(¢)—%-vp-Ip sen(2- o -t)-sen(o)

agrupando os termos, obtemos a equacgdo geral ampliada da poténcia instantéanea:

p(t)=%-vp-lp -cosq)-[1—cos(2-oa-t)]—%-vp-Ip -sen¢d-sen(2-o-t)

7.2. POTENCIA MEDIA OoU POTENCIA ATIVA
No estudo de fornecimento, consumo e armazenamento de energia em circuitos elétricos,
geralmente utilizamos o valor médio da poténcia e ndo o valor instantaneo de poténcia.

O valor médio da poténcia é dado pela integral da fung¢ao no periodo dividido pelo periodo, ou
seja:

1 T
Pmed = 7+ [ (D) - dt
0

onde T é o periodo da forma de onda da poténcia instantanea.

Para uma funcao periddica como a fungao p(t) , o valor médio é igual a soma das areas
formadas entre a curva da funcao e o eixo horizontal do plano cartesiano, durante um ciclo completo,
dividida pelo periodo da fungdo. Sendo que: areas acima do eixo sdo positivas e areas abaixo do
eixo sao negativas.

Para p (t) temos:

a) Valor médio do termo constante de p(t): o valor médio de um termo constante é o seu
préprio valor e é representado por uma reta, como mostra a figura 7.2.1. Este termo médio
representa transferéncia e dissipacao (consumo) de energia na carga.

1
p1(t) ZE'VD -1p -cos¢

onde:
A4 — area sob o valor do termo constante no periodo T;

T — periodo da forma de onda da poténcia instantanea.
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—a—termo 1
—A—termo 2

Figura 7.2.1 — Area sob o valor do termo constante de p(t).

b) Valor médio do termo variavel de p(t): o termo variavel p,(t) € uma cossendide negativa

Vo - 1o

cujo valor de pico é e cuja frequencia é o dobro da frequencia da tensdo e da

corrente, como mostra a figura 7.2.2.

—&—termo 1 A
2
—A—termo 2

Figura 7.2.2 — Comportamento do termo variavel de p(t).

pz(t):—%-vp-lp-cos(2-oa-t+¢)

como |A2| = |A3|. Portanto:

PZZO

O valor médio desse termo € zero pois a area positiva é igual a area negativa. Este termo
caracteriza transferéncia de energia para a carga e devolucdo de energia pela carga a fonte, ndo
caracterizando dissipacao (consumo) de energia.
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c) Valor médio total de p(t): a poténcia média total sera dada pela soma das duas parcelas:

P=P +P; Como P, = 0, entao a poténcia média total sera dada apenas peloo primeiro termo P;:

1
P=2—-Vp

A unidade da poténcia média é o Watt (W).

-1,cos ¢

p

Para uma sendide, V, = J2 - Ver € Iy = J2 lof . Substituindo na equacgdo da poténcia
media, temos:

p:%.ﬁ.vef.ﬁ.lef.cos¢

N

PZT'Vef 'Ief 'COS(I)

Assim, a poténcia média pode ser dada em fungao dos valores eficazes:

P = Vgt - lgf - COS O

A poténcia média também é conhecida como Poténcia Ativa, Poténcia Efetiva, Poténcia
Real ou Poténcia Util. E a poténcia que realmente produz trabalho elétrico. Nos motores, por
exemplo, é a parcela da poténcia absorvida da fonte que realmente é transferida para o eixo do
motor sob forma de poténcia mecanica.

7.3. ESTUDO DA POTENCIA NO RESISTOR, NO INDUTOR E NO CAPACITOR.

Para o estudo da poténcia nos elementos passivos (resistor, capacitor e indutor),
consideremos o circuito da figura 7.3.1:

Figura 7.3.1 — Fonte de tensdo alternada senoidal aplicada a uma impedéancia Z.

7.3.1. Poténcia no Resistor

Considerando que a impedancia Z no circuito da figura 7.3.1 seja somente um resistor ideal
R, podemos afirmar que a corrente esta em fase com a tenséo. Entdo temos:

Z=R

9V=9|
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cos¢ = cos(0) =1

Substituindo na equacao de tensao e corrente instantaneas,
v(t) =V, -sen(w-t)
i) =1, -sen(o-t+0;)=1, -sen(w-t-9¢) =1, -sen(o-t-0)
A poténcia instantanea é dada pelo produto da tensao e da corrente instantdneas no resistor:
Pr (1) = V(D) -i(t)
Substituindo os valores na equacao geral da poténcia instantanea, temos:

1 1
pR(t):E-Vp-Ip -cosO—E-Vp-Ip -cos(2-o-t-0)

A poténcia instantanea no resistor alimentado em corrente alternada pode ser dada por:

1 1
pR(t):E-Vp-Ip—E-Vp-lp-cos(Z-co-t)

Esta é a equacao que descreve o comportamento da poténcia em fungao do tempo para uma
resisténcia pura submetida a uma corrente alternada senoidal. Ela descreve, como indica a figura
7.3.2, uma variagdo senoidal com o tempo, onde a poténcia é sempre positiva, pois , num mesmo
instante de tempo, a tensdo e a corrente sdo ambas positivas ou negativas, variando de zero ao
valor maximo Vp Ip, com uma frequéncia que é o dobro da frequéncia do circuito. Assim, vé-se
que um resistor comporta-se sempre como um receptor, pois sua poténcia é sempre positiva, ou
seja, esta sempre consumindo poténcia.

—=— V(1)

—a—i(t)

—*—p()

Figura 7.3.2 — tenséo, corrente e poténcia instantdneas num resistor.
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Como vimos, a equacéao da poténcia instantanea é formada por dois termos: um constante e
outro variavel no tempo. Em termos gréficos, o termo constante é uma reta e o termo variavel € uma
curva senoidal com o dobro da freqiiéncia o, como mostra a figura 7.3.3. A composi¢gao de ambos os
termos € a poténcia instantanea no resistor.

—s—termo 1
—a—termo 2
——p(t)

Figura 7.3.3 — composicdo dos termos da poténcia instantanea no resistor.

Da equacéao e do grafico podemos verificar que a poténcia de pico (amplitude da forma de
onda) sera dada por:

Po =V, - I, = poténciade pico num circuito resistivo em CA

Em um ciclo completo o valor médio do termo 2 sera zero pois é cossenoidal. Entdo, o valor
médio da poténcia sera dado apenas pelo termo 1:

| =
nv
ge]

Pmed = >
desenvolvendo:

p_iv.|_v_p.lLV A
R 2 p p \/2— \/2— ef ef

A poténcia média num circuito resistivo em CA é dada por:

Pr = Vef ’ Ief

ou:

ou ainda:
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7.3.2 - Poténcia no Indutor Ideal

Considerando que a impedéncia Z no circuito da figura 7.3.1 seja um indutor L ideal
(resisténcia do indutor nula), podemos concluir que a corrente esta atradada de 90° da tens&o nos
seus terminais. Tomando a corrente como referéncia:

Z = XL
9| = OO
0y = +90°

=0y -0, = +90 — 0 = +90°
Oy = +¢

coS ¢ = cos(90°): 0

Substituindo na equacgao de tenséao e corrente instantaneas,
v(t) =V, -sen(o-t+6y) =V, -sen(e-t+¢) =V, -sen(o-t+90°%)

i =1, sen(o-t+6)) =1, -sen(o-t+0) =1, -sen(o-1t)

A poténcia instantanea é dada pelo produto da tensao e da corrente instantaneas no indutor:

pL(®) = V(D -i()

Substituindo os valores na equacao geral da poténcia instantanea, temos:
1w 90° — L.y, -1 2 90°
pL(t)—E- b1y -cos 5 plp-cos@-o-t+ )
mas COS(QOO) =0,
1 o
pL(t)=—§'Vp lp -cos(2-o-t+907)
como cos(oc + 900): —sen(a):
=41 V, -1 2
pl_(t)—+§- plp-sen-o-t)
Como V,, = \/§~Vef ely, = V2 lof, temos:

pL(t):+%-\/§-Vef -x/E-Ief -sen(2-o-t)

A poténcia instantadnea no indutor é dada por:

PL(t) =+Ves - lgs -SENR - © - 1)

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica




SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 133

A poténcia instantdnea num indutor € uma senoide positiva com o dobro da frequéncia
(2w), cujo valor de pico é dado pelo produto da tensao eficaz pela corrente eficaz no indutor, como
mostra a figura 7.3.4.

—a—v(t)
—h— i(t)
—o—p(t)

Tempo / Angulo

-9b 45 90 135 i 225 '0 315 ‘4' 0

Figura 7.3.4 — curvas de tensao, corrente e poténcia instantdneas num indutor ideal.

A figura 7.3.5 apresenta os termos da equacéao geral para a poténcia instantdnea no indutor.

—s—termo 1
—A—termo 2
—o—p(t)

Figura 7.3.5 — A poténcia no indutor é formada apenas pelo segundo termo da equacéao geral.
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A poténcia pode ser positiva (energia absorvida pelo indutor ) ou negativa (energia devolvida

Vp - 1 Vo - lp )
pelo indutor para a fonte), variando de — 5 a+ 5 , com frequiéncia de 2w.

Poténcia média (Poténcia Ativa) no Indutor Ideal:

Como o semiciclo positivo é igual ao semiciclo negativo, a poténcia absorvida na
magnetizagao do indutor ideal é igual a poténcia devolvida na desmagnetizagéo. O fluxo liquido de
poténcia no indutor ideal é zero a cada ciclo completo e ndo ha perda de energia no processo.

Portanto:

A poténcia média no indutor ideal é nula pois néo dissipa poténcia.

A figura 9 apresenta as curvas de tensao, corrente e poténcia instantdneas num indutor ideal.
Podemos concluir que em um circuito puramente indutivo ideal (sem resisténcia), num ciclo
completo, o valor médio da poténcia (Poténcia Ativa) é zero, ou seja , em um circuito puramente
indutivo , ndo ha dissipacéo de energia.

Isto ocorre porque na parte do ciclo onde poténcia é positiva a energia estd sendo
armazenada no campo magnético do indutor, enquanto na parte do ciclo onde a poténcia € negativa
0 campo magnético esta descarregando sua energia no circuito. Esta seqiiéncia ocorre duas vezes a
cada ciclo da tensdo, a fonte apenas troca energia com o indutor, ndo havendo dissipacdo de
energia.

A poténcia média ou poténcia ativa num indutor é dada por:

|D|_:%.Vp-|'O -1, -cos90° =0

P

-cos¢:%~v b

PL :0

Isso indica que nao ha transformacgao de energia e que o indutor ideal devolve integralmente
a fonte a energia que recebeu e, portanto, ndo ha producéo de trabalho elétrico. A quantidade de
energia envolvida neste processo € dita energia reativa indutiva e a ela esta associado um custo de
producado e fornecimento, sem que seja aproveitada para a realizacao de trabalho elétrico efetivo
pelo indutor.

Poténcia Reativa no Indutor Ideal:

O valor de pico da curva de poténcia instantanea no indutor ideal, dado pelo produto da
tensdo instanténea pela corrente instantanea, e apresentado na figura 9 é definido como Poténcia
Reativa Indutiva (Q.) de um indutor. O simbolo Q provém da relagdo de quadratura (90°) entre as
poténcias ativa (P) e reativa (Q), como sera estudado. A unidade de poténcia reativa é o Volt-
Ampere Reativo (VAr). Assim:

QL = VefL ) IefL

VefL

como |X |= , obtemos:

efL
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QL =X |- les”

V
Q — efL
S

Energia no Indutor Ideal:

A energia absorvida em um ciclo de carga é devolvida no ciclo de descarga. Essa
quantidade de energia trocada no circuito do indutor ideal é dada por:

2
L-12

EnL ZTZL'Igﬂ_

Unidade: Joules (J).

7.3.3. Poténcia no Capacitor Ideal

Considerando que a impedancia Z no circuito da figura 7.3.1 seja um capacitor ideal
(resisténcia do capacitor nula), podemos concluir que a corrente esta adiantada de 90° da tensé&o.
Tomando a corrente como referéncia, temos:

Z = XC
9| = O0
0, =-90°

¢ =60y -0, =-90-0 = -90°
e\/:—d)

cosS ¢ = cos(— 900): 0

Substituindo na equacao de tensao e corrente instantaneas,
V(t) =V, -sen(e-t+6y) =V, sen(o-t+¢) =V, -sen(o-t-90°)

i) =1, sen(o-t+6,) =1, -sen(o-t+0) =1, -sen(o-1t)

A poténcia instantdnea é dada pelo produto da tensdo e da corrente instantdneas no
capacitor:

Pc(® = v(D) -i(D)

Substituindo os valores na equacao geral da poténcia instantanea, temos:

1 1
pc () :E-Vp -y -cos(— 90")—§-Vp 1, -cos(2-o-t+90°)

mas 005(900) 0,
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1
pc(t) :—E-Vp 1p -cos(2- w-t+90°)

como cos(oc + 900): +sen(a):

1
pc(t)=—§~Vp~lp -sen(2- - t)

Como V,, = \/E-Vef ely = V2. lof, temos:

1
pc(t)=—§-\/§~vef ~\/§-Ief -sen(2-o-t)

A poténcia instantanea no capacitor ideal é dada por:

Pc(t) = +Vgs - les -SENR - © - 1)

A poténcia instantanea num capacitor € uma senoide negativa com o dobro da frequéncia
(2w), cujo valor de pico é dado pelo produto da tensao eficaz pela corrente eficaz no indutor, como

Tempo / Angulo

mostra a figura 7.3.6.
—a—v(t)
—a— (1)
. —o—p(t)
135 18 270 60

Figura 7.3.6 — curvas de tensao, corrente e poténcia instantaneas num capacitor ideal.

A figura 7.3.7 apresenta os termos da equacao geral para a poténcia instantadnea no
capacitor.
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—s—termo 1
—A—termo 2
—o—p(t)

Figura 7.3.7 — A poténcia no capacitor € formada apenas pelo segundo termo da equagao geral.

A poténcia pode ser positiva (energia absorvida pelo capacitor) ou negativa (energia

Vp . IIo Vp - 1y )
retornando do capacitor para a fonte), variando de - ——— até + ————, com freqliéncia de 2.

Poténcia média (Poténcia Ativa):

Como o semiciclo positivo € igual ao semiciclo negativo, a poténcia absorvida no
carregamento do capacitor é igual a poténcia devolvida no descarregamento. O fluxo liquido de
poténcia no capacitor ideal é zero a cada ciclo completo.Portanto:

A poténcia média no capacitor ideal é nula pois néo dissipa poténcia.

A figura 7.3.6 apresenta as curvas de tensdo, corrente e poténcia instantdneas num
capacitor ideal. Em um circuito capacitivo ideal (sem resisténcia), num ciclo completo o valor
meédio da poténcia (poténcia ativa) sera zero, ou seja, ndo ha consumo de poténcia, como mostra
afigura 7.3.7.

Isto ocorre porque enquanto a poténcia é positiva o capacitor estd armazenando energia em
seu campo elétrico, enquanto na parte do ciclo onde a poténcia é negativa o capacitor esta
entregando essa energia para o circuito. Esta seqléncia se repete duas vezes a cada ciclo da
tensao, a fonte apenas troca energia com o capacitor, ndo havendo dissipagao de energia.

A poténcia média ou poténcia ativa num capacitor & dada por:

| =

Pc ==V -1y -cosq):%-vp-lp -cos(—90°)=0

2

PC=O
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Poténcia Reativa no Capacitor Ideal:

O valor de pico da curva de poténcia instantdnea no capacitor ideal, dado pelo produto da
tensdo instantdnea pela corrente instantédnea, e apresentado na figura 7.3.6 € definido como
Poténcia Reativa Capacitiva (Qc) de um indutor. A unidade de poténcia reativa é o Volt-Ampere
Reativo (VAr). Assim:

QC = VefC ’ IefC

VefC

como |XC| = , obtemos:

efC
Qc =[Xc|- letc”

VefC2
[Xcl

Qc =

Energia no Capacitor ldeal:

A energia absorvida em um ciclo de carga é devolvida no ciclo de descarga. Essa
quantidade de energia trocada no circuito do capacitor ideal é dada por:

V2

C.
Eng = 2'° =C-VZ,

Unidade: Joules (J).

7.3.4. Potencia na Impedéancia de um circuito misto
Considerando que a impedancia Z do circuito da figura 7.3.1 seja proveniente de uma

composicao de elementos passivos RLC. Pelos estudos anteriores podemos concluir que a corrente
estara defasada de um angulo ¢ da tensdo. Esse angulo dependera do teor da carga. Assim:

Z=R+jX=2%
v(t) =V, -sen(o-t+0y)
i(t) =1, -sen(o-t+0,)

¢ =0y -9

—-90° < ¢ < +90°

Sabemos que a poténcia instantdnea numa impedancia genérica Z pode ser dada pelo
produto:

Pz () = v(D) -i(D)

pz(t) =V, -sen(w-t+0y) 1, -sen(o-t+0))

A figura 7.3.8 apresenta os graficos de tensdo, corrente e poténcia instantdneas para um
angulo ¢=+45° de defasagem entre tensdo e corrente, o que configura um circuito misto com teor
indutivo. Podemos verificar que a forma de onda da poténcia apresenta valores positivos e negativos
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ao longo de um periodo. Isso significa que ha absorgao e devolugao de energia (carga e descarga), o
que representa a presenga de elementos reativos no circuito (indutores e/ou capacitores). Ha,
portanto, poténcia reativa no circuito. Porém, a forma de onda da poténcia instantanea possui uma
parcela positiva maior que a negativa (n&o é simétrica ao eixo x). Isso significa que também ha uma
poténcia média ativa, o que representa a presenca de elementos resistivos (resistores) dissipando
poténcia e consumindo energia no circuito. Para ilustrar melhor este caso, a figura 7.3.9 apresenta os
graficos de tensdo, corrente e poténcia instantaneas para um angulo ¢=-45° de defasagem entre
tensdo e corrente, o que configura um circuito misto com teor capacitivo. Podemos perceber a
existéncia de poténcia reativa e ativa também nesse caso.

Numa carga mista ha poténcia ativa e poténcia reativa

Tempo / Angulo

Figura 7.3.8 — Tens&o, corrente e poténcia instantaneas numa carga mista indutiva, ¢=+45°.

Tempo / Angulo

Figura 7.3.9 — Tens&o, corrente e poténcia instantaneas numa carga mista capacitiva, ¢=-45°.
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Como apresentado anteriormente, o desenvolvimento do produto das equacgdes de tensao e
corrente instantaneas, utilizando identidades trigonométricas, leva-nos a equacéo geral ampliada
da poténcia instantanea:

p(t)=%-vp-lp -cosq)-[1—cos(2-oa-t)]—%-vp-Ip -sen¢d-sen(2-o-t)

Como V, = \/E-Vef e I, = V2. lof, podemos obter a equagédo geral ampliada da poténcia
instantdnea em fungao dos valores de tensao e corrente eficazes:

P(t) = Vs - lgs - COSO-[1 - OS2 - 0 t)]— Vg - lof -SENG -SENR - 0 - 1)

Analisando a equagao:

e Circuito Resistivo Puro (¢ = 0°): o segundo termo da equagéo é nulo. Sé ha poténcia média
ativa.

e Circuito Indutivo Puro (¢ = +90°): o primeiro termo da equacéo é nulo. S6 ha poténcia reativa.

e Circuito Capacitivo Puro (¢ = -90°): o primeiro termo da equagdo é nulo. S6 ha poténcia
reativa.

e Circuito Misto ( -90° < ¢ < +90°): os dois termos estdo presentes. Ha poténcia ativa e reativa.

Podemos concluir, portanto:

O primeiro termo da equagao ampliada da poténcia instantanea fornece a poténcia média ativa
e 0 segundo termo fornece a poténcia reativa de uma impedancia genérica Z.

7.4. POTENCIA APARENTE E TRIANGULO DE POTENCIAS

Aparentemente, a poténcia fornecida a carga Z do circuito da figura 7.3.1 seria determinada
pelo simples produto da tensao eficaz pela corrente eficaz, independentemente da composicao da
carga Z. Porém o teor da carga (resistivo, indutivo, capacitivo ou misto) tem grande influéncia na
poténcia dissipada. Definimos Poténcia Aparente S como o simples produto da tensao eficaz pela
corrente eficaz numa impedancia genérica Z.

Poténcia Aparente (S) é definida como o produto da tenséo eficaz pela corrente eficaz

Embora o produto da tensao pela corrente nao represente a poténcia efetivamente dissipada
em alguns casos, a Poténcia Aparente (S) € uma especificacdo importante.. Sua unidade, dada pelo
produto produto da tensao pela corrente, € o Volt-Ampere (VA), para diferenciar da Poténcia Média
(Ativa) dada em Watts (W).

S = Vet - let

Geralmente os equipamentos elétricos sdo especificados em poténcia aparente (VA ou kVA)
e ndao em Watts (W). Sabendo-se a especificagdo de poténcia aparente e a de tenséo eficaz, pode-
se determinar a especificagdo de corrente eficaz maxima.
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Exemplo 7.4.1:

Um transformador com entrada de 220V € saida de 110V tém poténcia aparente nominal
de 500VA. Desconsiderando as perdas, qual a maxima corrente admissivel no primario e no
secundario?

Solucdo: no primario a tensdo é de 220V. Para a poténcia de 500VA a corrente eficaz é dada por:
S 500

loe = =——=227A
o1 7 Vg 220
No secundario a tenséo é de 110V. Para a poténcia de 500VA a corrente eficaz é dada por:
lefo = S = @ = 454A
Vero 110

Poténcia Ativa (P) é a Poténcia Média e corresponde a poténcia efetivamente consumida
(dissipada) no circuito (somente nos elementos resistivos dos circuitos). Ja estudamos que:

P = Vg - lgs - COSO

Como definimos S = V¢ - l¢¢, entéo:

P=S-cos¢

A Poténcia Reativa (Q) esta associada aos elementos indutivos e capacitivos. Ela circula
pelos condutores sendo absorvida e devolvida sem produzir trabalho elétrico. E definida como o valor
de pico da poténcia instantdnea nos elementos reativos e corresponde ao valor de pico do segundo
termo da equacéo geral ampliada da poténcia instantanea:

Q:%-Vp-lp-senq) ou Q = Vgt - lgs -SENG

Como definimos S = Vs - l¢¢, entéo:

Q=S send

A poténcia reativa esta associada ao fator sen(¢) que aparece no segundo termo da equacéao
geral ampliada da poténcia instantédnea e a poténcia aparente S

Observacédo: Embora P, Q e S sejam grandezas de mesma natureza, utilizam-se unidades distintas
para diferencia-las mas dimensionalmente equivalentes:

e Poténcia Aparente (S) = VA (Volt-Ampére)
e Poténcia Ativa (P) = W (Watt)
e Poténciareativa (Q) = VAr (Volt-Ampeére reativo)

7.4.1. Triangulo de Poténcias

Definimos a poténcia aparente S por:
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S:Vef 'Ief

Sabemos que a poténcia ativa P é fungao do cosseno do angulo de defasagem (cos¢) e da
poténcia aparente S:

P=S-.cos¢

assim:

P
COS$ = —
¢ S
Ja a poténcia reativa Q € fungado do seno do angulo de defasagem (sen¢) e da poténcia
aparente S:

Q =S-sen¢

assim:

send = —

wn|O

Sabendo que a relagao trigonométrica:

sen?p +cos? ¢ =1

2 A2
PT+Q%
52

Encontramos a relagdo do Teorema de Pitagoras:

S%2 =p? +Q?

Ou

S =4P? +Q?

Isso configura um tridngulo retédngulo chamado de Tridngulo de Poténcias, onde a
hipotenusa é a poténcia aparente S, o cateto adjacente ao angulo ¢ é a poténcia ativa P e o cateto
oposto ao angulo ¢ é a poténcia reativa Q, como mostra a figura 7.4.1. O posicionamento em
quadratura (deslocamento de 90°) entre a poténcia ativa P e a poténcia reativa Q, justifica a
simbologia utilizada. A poténcia reativa também é conhecida como Poténcia de Quadratura.

Num circuito misto composto por elementos capacitivos e indutivos, a poténcia reativa total é
dada pela diferenga entre a poténcia reativa indutiva Q, e a poténcia reativa capacitiva Qc:

Qr =QL - Q¢

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica



SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 143

Poténcia Ativa (P)

Poténcia

Aparente
(S) Poténcia Poténcia
Reativa Poténcia Reativa
Indutiva  Aparente Capacitiva
(+Qy) (S) (-Qc)
Poténcia Ativa (P)
(a) (b)

Figura 7.41 — Triangulo de Poténcias: (a) teor indutivo; (b) teor capacitivo.

7.5. FATOR DE POTENCIA E ENERGIA

O Fator de Poténcia FP é definido como a relagdo entre a poténcia ativa e a poténcia
aparente:

S
S

Do tridngulo de poténcias da figura 15, podemos concluir que a equagao acima é a relacao
de um cateto adjacente pela hipotenusa, ou seja, € o cosseno do angulo ¢:

Observacgdes:

e O fator cos¢ &, conhecido como fator de deslocamento, e somente é igual ao Fator de
Poténcia quando o sinal é puramente senoidal.

e O fator de poténcia pode ser determinado diretamente da fase (¢) da Impedancia Equivalente;

e O fator de poténcia ndo-unitario deve ser indicado como indutivo (em atraso) ou capacitivo
(em avanco).

e O fator de poténcia é uma medida do aproveitamento da energia fornecida pela fonte a carga:

- carga puramente resistiva (¢ = 0°) =cosp=1(FP=1)
- carga puramente indutiva (¢ = +90°) = cosp =0 (FP=0)
- carga puramente capacitiva (¢ = -90°) = cosp =0 (FP=0)
- carga mista (-90° < ¢ < +90°) =0<¢<1(0<FP<1)

Embora nos elementos reativos (capacitor e indutor) a poténcia média seja nula, o estudo da
poténcia reativa tem grande importancia. Tanto para o capacitor como para o indutor, energia deve
ser suprida para o carregamento durante o semiciclo positivo da curva de poténcia. Esta energia é
devolvida durante o semiciclo negativo. Porém, para o suprimento da energia, uma outra forma de
energia primaria foi utilizada na geragdo, como por exemplo queima de carvdo, agua de um
reservatorio, reagao nuclear, queima de 6leo etc. Quando a energia € devolvida pelos elementos
reativos, ela nao retorna a sua forma original. Além disso, a energia sendo fornecida e devolvida esta
ocupando uma capacidade dos sistemas elétricos. Isso tudo tem custos para a companhia geradora
e fornecedora de energia e estes custos sido repassados ao consumidor. Muitos consumidores que
utilizam muitos equipamentos reativos (motores, reatores de lampadas, fornos de indugao para fusao
de metais, fontes de computadores, etc.) sdo obrigados a pagar por essa demanda de energia
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reativa além da demanda de energia ativa dissipada. Nestes casos a medigcdo do consumo de
energia é feito em VA (aparente) pois € uma medi¢cao mais sensivel a demanda de energia reativa.

Portanto:

Uma instalacao elétrica é mais eficiente quanto mais proximo de 1 for o seu fator de
poténcia.

A legislacao brasileira exige um fator de poténcia minimo de 0,92 para as instalagdes
elétricas industriais e comerciais. Se este fator de poténcia minimo nao for obedecido a
concessionaria de energia automaticamente aplica severas taxas ao consumidor.

Para que o fator de poténcia de uma unidade consumidora esteja de acordo com as
exigéncias, deve ser feita a chamada correcdo do fator de poténcia. A corregcao do fator de
poténcia é feita através da instalagdo de capacitores em paralelo com as cargas indutivas para
compensar a demanda de poténcia reativa indutiva. Os capacitores absorvem a energia dos
indutores num ciclo e devolvendo-a no ciclo seguinte, liberando a necessidade do fornecimento pelo
sistema da concessionaria.

7.5.1. Energia Elétrica
Sabemos que a energia elétrica pode ser determinada pelo produto da poténcia pelo intervalo
de tempo. Portanto podemos concluir que ha trés tipos de energia em corrente alternada:

e Energia Ativa: € a energia realmente consumida e dissipada pelos elementos resistivos de
um circuito e é dada pelo produto da poténcia ativa pelo tempo e sua unidade é o Wh ou
kWh.

e Energia Reativa: é energia absorvida e devolvida pelos elementos reativos de carga e
descarga (capacitores e indutores). E dada pelo produto da poténcia reativa e o intervalo de
tempo e sua unidade é o VArh ou kVArh.

e Energia Aparente: é a energia aparente aparente total numa impedancia mista. E dada pelo
produto da poténcia aparente e o intervalo de tempo e sua unidade é o VAh ou kVAh.

EnS :St

No Brasil, atualmente, as unidades consumidoras residenciais tém apenas a energia ativa
medida e tarifada. Nos consumidores industriais e comerciais de grande porte ha varias classes
tarifarias. Em geral, a energia ativa e a energia aparente sdo medidas. A energia ativa e a demanda
de poténcia sao tarifadas. O fator de poténcia deve ter um valor minimo de 0,92, e estara sujeito a
multas tarifarias caso esse valor minimo seja ultrapassado.

7.6 - NOTACAO COMPLEXA DA POTENCIA

Como as poténcias se relacionam de forma trigonométrica, podemos imaginar o triangulo de
poténcias da figura 7.4.1 no plano dos numeros complexos, como mostra a figura 7.6.1.

A poténcia aparente S pode ser dada pela soma vetorial:

$-F+0
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No plano dos numeros complexos essa soma vetorial € representada pela soma de um
numero real com um numero imaginario em quadratura (a 90°). Assim, podemos definir a poténcia
complexa na forma retangular como:

S=P+jQ
Onde:
P = poténcia ativa (W)
Q = poténcia reativa (Var)
Q > 0 : teor indutivo
Q < 0 : teor capacitivo
A
Im
S- complexo
]
+Q. - imaginéario
¢ P -real Re
-6
-Qc - imaginario
S|
S - complexo

Figura 7.6.1 — Poténcia Complexa
Das relacdes trigonométricas:
P
Cos¢d = —
S

P=S.-cos¢

Q

send = —
¢ S

Q=S-send

Como S =P + JjQ, entdo:

S=|g|-cos¢+j-|s|-send

A poténcia aparente na forma polar pode ser dada por:

S =|s|£0
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onde:
|S| - modulo da poténcia aparente S (VA)

¢ = angulo do fator de poténcia (dngulo da defasagem entre tensao e corrente)

No dominio fasorial, a poténcia aparente complexa pode ser dada pelo produto do fasor
tensao pelo conjugado do fasor corrente.

S=V-i

Obsevacgao: O angulo ¢ da impedancia € o mesmo angulo da defasagem entre a tenséo e a corrente
e também é o mesmo angulo da poténcia complexa.

7.7. RELACOES ENTRE P E Q E OS ELEMENTOS PASSIVOS R, L E C.

A tabela 7.7.1 apresenta as relagdes entre as poténcias ativa P e reativa Q nos elementos
passivos dos circuitos.

Tabela 7.7.1

Poténcia Ativa no
Resistor R

Poténcia Reativa no
Capacitor C

Poténcia Reativa no
Indutor L

Poténcia numa
Impedéancia Mista Z

I:)R = VefR 'IefR

2
PR =R'IefR
2
P _ Verr”
R R

Qc = VefC ’IefC

2
Qc = xc ) IefC
2
Q — VEfC
c X,

QL = Ver “ler

2
QL = X len

2
QL _ VefR

_XL

P, =S.cosé¢
Q7 =S-sen¢
S = Vet - les

S=S/p=P+jQ

S=V-1"

Para se fazer uma analise das poténcias num circuito elétrico, devemos usar o seguinte
procedimento (sugerido em Boylestad, 2003):

1. Encontre a poténcia ativa e a poténcia reativa para cada ramo i do circuito;
2. A poténcia ativa total do circuito € dada pela soma das poténcias ativas de cada ramo;

Pt :ZP‘
|

3. A poténcia reativa total é dada pela diferenga entre a soma das poténcias reativas indutivas e
a soma das poténcias reativas capacitivas;

Qr =2 Qi 2. Q¢
i i
4. A poténcia aparente total é a hipotenusa do triangulo, dada pelo Teorema de Pitagoras:

St = \/(PT)2 + Q)

5. O fator de poténcia é dado por:

S
S
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Observacodes:

e A poténcia aparente deve ser determinada a partir das poténcias ativa e reativa totais e ndo o
contrario.

e As poténcias em cada ramo independem da forma de associagao (série ou paralelo) e podem
ser somadas diretamente. Porém, dependem das tensdes e correntes e estas da forma de
associacgao.

Exemplo 7. 7.1: Uma dada carga num circuito elétrico apresenta uma corrente eficaz de 10A,
atrasada 45° da tensdo aplicada de v(t)=220- V2. sen(377 - t). Determine:

a) A impedancia da carga;

b) As poténcias aparente, ativa e reativa da carga;

c) O tridngulo de poténcias e o fator de poténcia do circuito.

A impedancia equivalente para esta carga pode ser encontrada pela relagao entre o fasor
tensao e o fasor corrente. Como a corrente esta atrasada o seu angulo de fase é negativo. Assim:

’ o]
7.V _ 220207 44 450 _778+ 7780
| 20/-45°

Como o angulo da impedéancia é positivo, esta carga tem teor indutivo, como era de se
esperar, pois a corrente esta atrasada da tensao.

Para calcularmos as poténcias temos:
S =V -lgs =220-20 =4400 VA
P=S.cos¢$=4400-cos45=311127 W
Q=S -send =4400 -send5 =311127VAr
O fator de poténcia é dado por:

ep_P 311127
S~ 4400

O triangulo de poténcias resultante é apresentado na figura 7.7.1.

S=4400VA
Q=3111,27VAr

P=3111,27W

Figura 7.7.1 — Tridngulo de poténcias para o exemplo 7.7.1.

Exemplo 7.7.2: Faga uma anadlise das poténcias para as cargas do circuito da figura 7.7.2 e
determine o fator de poténcia e a corrente na fonte.
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Vg = 220£0°V Carga 3
Cargal Carga 2 gggo\‘/(/
<~> 1000Var(C) 600Var(L)
300W 1000W '
Carga 4
1500Var(L)
200w
J

Figura 7.7.2 — cargas para o exemplo 7.1.
A poténcia ativa total deste circuito pode ser dada pela soma das poténcias ativas de cada
carga:
P+ = 2000W

Isso significa que todo este circuito elétrico esta absorvendo e dissipando 2000W de
poténcia da fonte na forma de calor (Efeito Joule) das parcelas resistivas das cargas.

A poténcia reativa total pode ser dada pela soma algébrica das poténcias reativas de cada
carga:

Q7 =Q; +Q, + Q3 + Q4 =-1000 + 600 + 0 + 1500
Qr = 1100VAr

Este resultado representa que a fonte esta trocando uma poténcia de 1100VAr para a carga,
ou seja, fornece e recebe esta poténcia, pois provém de elementos reativos de carga e descarga.

A poténcia aparente pode ser determinada por Pitagoras:

St = P2 + Q2 =+2000? +1100?
St =2282,5VA
Esta é a poténcia aparente para a fonte, dada pelo produto da tenséo pela corrente.
O fator de poténcia é a relagao entre a poténcia ativa e a aparente:

P 2000

s 22825

Este fator de poténcia significa que 88% de toda a poténcia aparente é poténcia média ativa.

O fator de deslocamento cos¢ = FP e podemos obter o &ngulo de defasagem ¢:
¢ =cos ™t ¢ =cos!0,88 =28,8°

Como o angulo de defasagem ¢ é positivo o teor do circuito é predominantemente indutivo.
Isso significa que na fonte a corrente esta atrasada de 28,8° da tenséo.

Sabendo que S = V¢ - l¢f, entéo:

lof = vS —= 222%’5 = 10,38A
ef

O fasor corrente conjugado pode ser obtido pela poténcia aparente complexa:
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i _ S 22825.,282°
Vv 220.,0°

Assim o fasor corrente resultante:

=10,38,28,2°

| =10,38~/ - 28,8° A

Exemplo 7.7.3 Para o circuito misto da figura 7.7.3, determine:

a) a impedancia equivalente e angulo de defasagem entre tensao e corrente na fonte;
b) o fasor corrente fornecido pela fonte;

c) a poténcia aparente do circuito;

d) o tridngulo de poténcias;

e) a poténcia de cada elemento.

R =400
V =220,0°V Xc = -20Q
X, = +j50Q

Figura 7.7.3 — circuito misto para o exemplo 7.2.

Como o circuito da figura 18 € um circuito CA série, obtemos a impedancia equivalente pela
soma das impedancias de cada elemento:

Zeq =21 +Zy +Z3 =R+ X + X =40+ (-j20) + j50 = 40 + j30Q

Na forma polar o valor da impedéncia é: Zqq = 50/36,87°Q

O angulo de defasagem ¢ é, portanto +36,87°, o que representa um circuito indutivo para a
fonte.

A corrente fornecida pela fonte no dominio fasorial é a relagcdo entre a tensdo e a
impedancia:

Y 0
Ip = —— = 220207 _ 44, -3687°A

Zoq 50.36,87°

A poténcia aparente na fonte é o produto da tensao eficaz pela corrente eficaz:
Sp = Vgt - lgf =220 - 4,4 = 968VA

Para obtermos o tridngulo de poténcias devemos determinar a poténcia ativa e reativa no
circuito:

P = Sg -cos ¢ = 968 - c0s36,87° = 774,4W

Qf =S¢ -sen¢ = 968 - sen36,87° = 580,8VAr

Assim o tridngulo de impedancias resultante € apresentado na area hachurada da figura 19.
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O circuito ¢é serie e, portanto, todos os elementos sdo percorridos pela mesma corrente.

No resistor s6 ha poténcia ativa. Assim, a poténcia reativa é nula (Qr = OVAr) e a aparente é
igual a poténcia ativa, dada por:

2 2
Sg =Pg =R 1%, =40-4,4% = 774,4W

No capacitor a poténcia ativa (média) € nula (Pc = OW) e a poténcia aparente ¢ igual a
poténcia reativa capacitiva que € negativa e pode ser determinada por:

Sc =Qc =|Xc| 1% =20-4,4% = -387,2VAr

No indutor a poténcia ativa (média) também ¢é nula (P, = OW) e a poténcia aparente € igual a
poténcia reativa indutiva que é positiva e pode ser determinada por:

SL =QL =[X_|- 13 =50-4,42 = 968VAr

A poténcia reativa liquida é dada pela diferenga entre a poténcia reativa indutiva e a
capacitiva:

Qr =|Q.|-|Qc| = 968 - 387,2 = 580,8VAr

O tridngulo de poténcia é apresentado na figura 7.7 4.

y N
Q. = +968VAr
' Qr = 580,8VAr
St = +968VA
P=774,4W
Qc = -387,2VAr
v

Figura 7.7.4 — Tridngulo de poténcia para o exemplo 7.7.3.

7.8. CORRECAO DO FATOR DE POTENCIA:

A maioria das cargas industriais e comerciais e, atualmente, também as residenciais
apresentam forte caracteristica indutiva. Isto se deve, principalmente, ao acionamento de motores,
lampadas fluorescentes e equipamentos eletronicos. E inevitavel, entdo, a solicitagdo de energia
reativa da rede de alimentagdo, o que provoca um baixo fator de poténcia para estas cargas. Essa
energia reativa, como estudamos, nao realiza trabalho pois é constantemente trocada entre a carga
e a fonte, provocando sobrecarga nos condutores e perdas de energia na transmissao e distribuicao,
além do aumento dos custos de geracgao.

Para minimizar este problema, devemos reduzir a energia reativa absorvida da rede de
alimentagéo através do processo conhecido por Correcdo do Fator de Poténcia. Atualmente as
normas brasileiras exigem que as unidades consumidoras industriais e comerciais apresentem um
fator de poténcia superior a 0,92, estando sujeitos a multas e sobretarifacdo se este fator ndo for
atingido. Instalagcbes residenciais e industriais e comerciais de pequeno porte ainda nao se
enquadram nessa exigéncia.
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A maneira tradicional e ainda a mais econdmica para a correcao do fator de poténcia é a
inclusdo de capacitores para a compensagdo da energia reativa indutiva. Esses capacitores
conectados em paralelo com as cargas constituem os chamados Bancos de Capacitores para
corregao do fator de poténcia.

O projeto de circuitos elétricos depende muito da intensidade da corrente elétrica nas cargas
para o dimensionamento dos condutores e dos dispositivos de protecéo (fusiveis, disjuntores, etc.).
Correntes intensas aumentam as perdas de energia por efeito Joule na resisténcia intrinseca dos

condutores (P =R - Igf) provocando maior demanda de capacidade de geracao de energia na

concessionaria, além de exigir condutores de maior bitola o que também eleva os custos das
instalacoes.

Dessa forma esforgcos devem ser feitos no sentido de manter os niveis de corrente nos
menores niveis possiveis. Como a tensao eficaz € um valor constante mantido pela concessionaria,
a capacidade de poténcia aparente esta diretamente relacionada com os niveis de corrente:

_ St

I ef
Vef

Assim, quanto menor a poténcia aparente, menores 0s niveis de corrente nos condutores do
circuito. Pela analise do triangulo de poténcias de um circuito podemos concluir que 0 menor valor de
poténcia aparente ocorre quando a poténcia reativa € nula (Qr = 0) . Nesse caso S = P, ou seja, toda
a poténcia aparente é poténcia ativa. A figura 7.8.1 mostra que quanto menores os niveis de
poténcia reativa, menores os niveis de poténcia aparente requeridos e, portanto, menores 0s niveis
de corrente nos condutores que alimentam a carga. Portanto, quanto menor o angulo ¢, mais
préximo da unidade (1) estara o Fator de Poténcia e mais resistivo sera o teor do circuito (menos
reativo).

N
Qr <Qr
> Qr OF < o7
SE<St
Qr
J

Figura 7.8.1 — Correcgdo do Fator de Poténcia reduz a poténcia aparente S.

A Correcao do Fator de Poténcia é, portanto, o processo no qual se introduz elementos
reativos no circuito para tornar o fator de poténcia mais préximo da unidade. Como a maioria das
cargas tem teor indutivo, o processo normalmente é feito com a inclusdo de elementos capacitivos
para compensar (reduzir) a poténcia reativa total do circuito. Esses elementos geralmente sao
capacitores que sdo conectados em paralelo com a carga, de tal forma que, tanto a carga como os
capacitores sao alimentados pela mesma tensdo. O processo de correcao do fator de poténcia deve,
portanto, determinar o valor da capacitancia dos capacitores do Banco de Capacitores para a
compensacao da energia reativa.

Exemplo 7.8.1: Um motor elétrico de 10CV de poténcia mecanica, cujo fator de poténcia é de 0,75
apresenta um rendimento de 90% e é alimentado a partir de uma rede de 220V, Determine:

a) o triangulo de poténcia para este motor;

b) o capacitor ideal que deve ser conectado em paralelo ao motor para corrigir o fator de poténcia
para 0,92, segundo as normas brasileiras;
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¢) a variacao no nivel de corrente para o sistema nao compensado e compensado;

Sabendo que 1CV = 736W, o motor disponibiliza em seu eixo uma poténcia mecanica de:

Prmec = 736 -10 = 7360W

Como o rendimento do motor é 90%, significa que para disponibilizar 7360W de poténcia
mecanica no eixo, o motor devera absorver da rede uma poténcia elétrica dada por:

n(%6) = _Pmec 100

I:)eletrica

Peojetrica = % .100 = 8177,8W

O fator de poténcia é cos¢ = 0,75. Portanto a poténcia aparente pode ser dada por:

P=S-cos¢
S= P 81778 =10903,7VA
CoS ¢ 0,75

O angulo ¢ pode ser determinado por:

¢ = cos1(0,75) = 41,41°

E a poténcia reativa pode ser determinada por:

Q =S-sen¢y =10903,7 - sen(41,41°) = 7212,1VAr

Com os valores das poténcias e o angulo podemos determinar o tridngulo das poténcias,
como mostra a figura 7.8.2(a).

O fator de poténcia deve ser corrigido para 0,92. Isso significa que o angulo ¢r apos
compensacao devera ser de:

o = cos 1(0,92) = 23,07°

A poténcia ativa deve permanecer a mesma. Portanto, a poténcia aparente final sera de:

P- 81778

S = =
Fcos¢r 0,92

= 8888,9VA

A poténcia reativa resultante no circuito, apés a compensacgao, sera dada por:

Qr = S - sengg = 8888,9 - sen(23,07° ) = 3483,2VAr

A figura 7.8.2(b) mostra o triangulo de poténcia para a condigéo final compensada.
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\

rQc=Qr-Qr

St = 10903,7VA
Qr = 7212,1VAr

J\.

’

or = 41,41° > QF = 3483,2VAr

o = 23,07°
),
P =8177,8W (@) P =8177.8W (b)

Figura 7.8.2 — Triangulo de poténcias do exemplo 8.1: (a) situacgao inicial; (b) sistema compensado.

O capacitor que devera ser conectado para compensar o fator de poténcia devera fornecer
uma poténcia reativa de:

Qc =0Q7 —Q =7212,1 -3483,2 = 3728,9VAr

2 2
Como Qg = |\;§fc| = Ve1fC =VZc - (0C)= V2. -(2-n-f-C), a capacitancia do capacitor &:
c
oC
C Q¢ 37289 _ 204yF

2.m-f-V2; 2-m-60-2202

Como é uma capacitancia elevada, talvez mais de um capacitor deva ser ligado em paralelo
para que se obtenha esse valor.

A corrente inicial, antes da compensacéao, pode ser dada por:

St 109037
lofr = vT =0 " 49,6A
ef

A corrente final, apds a corregao do fator de poténcia, pode ser dada por:

Se 88889
lofe = vF =50 40,4A
ef

Podemos concluir que houve uma redugao substancial no valor da corrente absorvida da
rede elétrica, apds a correcao do fator de poténcia.
7.9. EXERCICIOS

7.9.1. A poténcia instantanea absorvida por um circuito é p(t)= 10 + 8 sen (377t + 400) (W). Achar
as poténcias meédia, minima e maxima absorvidas.

7.9.2. Com v(t)= 300 sen (20t + 30°) (V) aplicado, um circuito solicita uma corrente
i(t)= 15 sen (20t + 25°) (A). Achar as poténcias média, maxima e minima absorvidas.

7.9.3.  Um indutor de 120 mH é excitado por 120 V em 60 Hz. Achar as poténcias média, de pico e
reativa absorvidas.
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7.9.4. Quais sdo as poténcias complexa, real , reativa e aparente em uma carga de 30240° Q cuja
corrente é 4/20° A.

7.9.5. Achar as componentes da poténcia de uma carga que solicita 202-30° A quando rsubmetida
a240,20°V.

7.9.6. Uma instalacao elétrica industrial € composta pelas cargas da figura abaixo.
a) Determine a poténcia ativa, reativa e aparente de cada carga;
b) Determine o triangulo de poténcias e o fator de poténcia da instalacado; (12642,8W; 4442,6Var;
13400,6VA,; 0,94)
c) Determine a corrente absorvida da fonte; (60,9A)
Considere: 1CV = 736W

Ve = 220£0°V
lluminacéo Caldeira HRUE Tl 2
5x 2CV Banco de Capacitores
C"‘D LD BB 2okt FP 0,78 ind Zc=5+|7Q
n = 85%

7.9.7. Para os circuitos abaixo, determine:
a. A impedancia equivalente e o tridngulo de impedancias;
b. A corrente fornecidada pela fonte;
c. O tridngulo de poténcias do circuito e o fator de poténcia;

200
| |
20Q j3oQ L
3 100 =
50 ) r
60./30°V 304607V T 125Q
40
T — —+——
) 50 100 9 8 1oe
(D 60 CD j100 é
80 1120 3/50°A J8Q 1150
2245°A -|_ | — w

7.9.8. Para cada circuito abaixo, determine:
d. O tridngulo de poténcias do circuito e o fator de poténcia;
e. a poténcia em cada um dos elementos
f. a energia dissipada pelos elementos resisitivos em um ciclo de 60Hz;
g. aenergia absorvida ou devolvida em meio ciclo nos elementos reativos.
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a) -j20Q b) 200
— j -j20Q
Jast |
. -ZOQ ~
j400 = @) 00 |] 100
0
50290 45245°V
\ A

7.9.9. Um motor de 3CV de poténcia mecanica no eixo, fator de poténcia 0,65 e rendimento de
85% é alimentado por 220V / 60Hz. Determine:
h. O tridngulo de poténcia desse motor;
i. A corrente absorvida da rede elétrica;
j- A capacitancia que corrige o fator de poténcia para 0,96;
k. A corrente absorvida da rede elétrica apds a corregao do fator de poténcia.

7.9.10. Uma subestacao alimenta por uma linha monofasica a 3,8kV, as seguintes cargas: 250kW a
fator de poténcia unitarioe 1500kW a fator de poténcia 0,6 indutivo.
I. Determine a corrente fornecida pela subestacao e o fator de poténcia do sistema; (700A; 0,657)
m. A poténcia reativa e a reatadncia do banco de capacitores que devera corrigir esse fator de
poténcia para 0,85. (915VAr; 15,8.0).

7.9.11. Prove matematicamente que a capacitancia para correcdo do fator de poténcia pode ser

P
5 '(tg¢inicia| - tg¢corrigido)

co-Vef

calculada diretamente por: C =

7.9.12. Uma carga indutiva formada por um sistema de iluminacido fluorescente com reatores
eletromagnéticos utiliza um banco atual de capacitores para corre¢cdo do fator de poténcia.
Determine o fator de poténcia atual da instalacao e determine a capacitancia a ser
acrescentada para que o fator de poténcia final seja 0,92.

Dados:

Alimentacéo: 220V / 60Hz
Sistema de iluminacdo: R =2002e L =53mH

Capacitancia do banco atual: 177 uF
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8. EXERCICIOS E PROBLEMAS PROPOSTOS

8.1)

8.2)

8.3)

8.4)

8.5)

8.6)
a)
b)
c)
d)

8.7)
a)
b)

Um gerador de 10 pdlos tem um fluxo magnético de 4x10?Wb por pélo. O rotor gira a 720rpm.
Determine a tensio induzida média para 30 espiras. R: -288V.

A tensdo induzida em 20 espiras de um enrolamento de um gerador de dois pdlos é 60V.
Determine o fluxo magnético desta maquina sabendo que a velocidade é 3600rpm. R:
12,5mWhb.

O movimento relativo de um campo magnético de 20 pdlos com relagédo as bobinas de um
gerador é 360rpm. Qual deve ser o fluxo por pdlo para que seja gerada uma tenséo de 0,5V
por espira? R: 2,083mWh.

Um gerador de 8 pdlos pode fornecer energia normalmente girando entre 700 a 900rpm. O
fluxo por pélo é de 0,03Wb. Em que velocidade havera maxima tensao gerada por espira?
Neste caso, qual a freqiéncia da tensao gerada e qual a freqiéncia da menor tensao gerada?
R: 900rpm; 60Hz; 46,67Hz.

Para as formas de onda, determine:

periodo T

numero de ciclos mostrados

freqléncia;

amplitude positiva maxima e valor de pico a pico.

fator de forma
v(t) A A

20

100 pr—
/\ t(ms)
750 500/ > Hus)y,
0 10 20
-20 -100
i(mA)A
50

Determinar o periodo e a freqliéncia angular:
20Hz;
93,7MHz;
720kHz;
0,5Hz;

Determinar a frequiéncia e a freqiiéncia angular:
1/60s;

10ms;
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c) 50us;

d) 5s;

e) 50min;

f) 40 ciclos em 5 segundos.
8.8) Converta para radianos:

a) 30%

b) 45°

c) 90¢

d) 120°%

e) 320¢

fy 100°;
8.9) Converta para graus:

a) m/2rad;

b) 3n/4 rad

c) 5mrad;

d) 1 rad;

e) 6,28 rad.
8.10
8.11

) Dada uma frequéncia de 60Hz, determine o tempo da forma senoidal para percorrer 30°;
) Determine a amplitude e a freqiiéncia e esboce as formas de onda para abscissa dada em
graus, radianos e tempo:

a) 2000sen(100t);

b) \/E .220.sen(377t);

c) —30sen(12,56t).
8.12) No exercicio anterior, determine para cada fun¢ao o valor instantaneo para:

a) t=10ms

b) t=2s

c) Yaciclo;

d) wt=70%

e) wt=1,5x rad.
8.13) Determine os angulos quando v=6mV para a fungéo tensdo senoidal v(t)=30.sen(a) mV.
8.14) Se v=220V em a=37,50 e f=60Hz, determine a fungdo matematica para o sinal senoidal.
8.15)

a) 100sen(wt+30°);

b) —20sen(wt-n/3);

c) 5cos(wt+10);

d) 80sen(wt+1,57);
8.16) Verifique as defasagens entre os sinais senoidais:

a) v(t) = 10sen(wt+0°) e i(t)=6sen(wt+30°);

b) v(t) = 25sen(wt-30°) e i(t)=10sen(wt+60°);

Esboce:
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c) v(t) =-10sen(wt+30°) e v(t) = 2cos(wt-n/4)

8.17) Determine todos os parametros possiveis e a fungdo matematica para o sinal obtido no
osciloscépio, sendo a escala horizontal 0,2ms/divisao e vertical 2V/divisdo com a ponteira na

posicao x10.

- ¥ J

8.18) Determine todos os parametros possiveis e a fungcdo matematica para os sinais obtidos no
osciloscopio além da defasagem entre eles:

a) escala horizontal 0,2ms/divisdo e vertical 2V/divisdo com a ponteira na posi¢cao x10.

e
N v~ AN~
AN ER
L N/
= =
N Ed i,
b) escala horizontal 1us/divisdo e vertical 5V/diviséo.
3 iy
N AL \
e \X/ dosy
A Fofid /
N3

8.19) Determine a fungcdo matematica para os sinais senoidais abaixo:

v (V)
v (V)

0.01

(a)
8.20) Determine o valor da tensdo média e da tensdo eficaz e o fator de forma para os sinais
alternados periédicos abaixo:
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v (V)

| 1 cycle |

resp. (b) eficaz: 2,16V
8.21) Para a forma de onda abaixo, determine:
a) periodo;
b) freqléncia;
c) valor médio (17,13mV)
d) valor eficaz;

e) esboce a forma de onda apresentada no osciloscopio se este tiver o canal vertical for
chaveado de CC para CA.

Dados: escala de tempo 10us/div e escala de tensédo 10mV/div.
4 ] h

L : )

Dados: escala de tempo 50us/div e escala de tensao 0,2V/div.

VL3V

resp: Vimed = -0,3V; Vg = 367mV

8.22) DESAFIO! Determine o valor médio e eficaz para a curva de tensdo de carga e descarga de
um capacitor representada no grafico abaixo.
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t (s)

8.23) Assinale (V) quando a afirmativa for verdadeira e (F) quando a afirmativa for falsa. Se falsa
justifique porque.

( ) Resistores sdo componentes passivos que aumentam a corrente de um circuito.

( ) Circuitos CA puramente resistivos apresentam tensdo alternada defasada de 450 em relagédo a
corrente.

( ) A tensao e a corrente em circuitos resistivos CA estdo em fase.

( ) O valor da tensdo sobre um resistor num circuito CA € igual a: VR= IR.

8.24) Assinale (V) quando a afirmativa for verdadeira e (F) quando a afirmativa for falsa. Se falsa
justifique porque.

( ) Em circuitos de corrente continua os capacitores nunca sdo carregados.
( ) Quando um capacitor esta sendo carregado a corrente no circuito é constante.

( ) Constante de tempo de um circuito capacitivo corresponde ao tempo que a tensado leva para
atingir seu valor final.

( ) Constante de tempo de um circuito capacitivo corresponde ao tempo que a tensao levaria para
atingir seu valor final se variasse de forma constante.

( ) No processo de descarga do capacitor a tenséo final é igual a tenséo inicial.
() Num circuito CC com capacitor a tensao sofre variagdes instantaneas.

() Num circuito CC com capacitor a corrente pode sofrer variagdes instantaneas.
( ) Num circuito RC de CA existe uma defasagem de 90° entre a tens&o e a corrente.
( ) Num circuito RC de CA a corrente esta atrasada de 90° em relagao a tens&o sobre o capacitor.

( ) Num circuito RC de CA a corrente esta adiantada de 90° em relagdo a tens&o sobre o capacitor.

8.25) Assinale (V) quando a afirmativa for verdadeira e (F) quando a afirmativa for falsa. Se falsa
justifique porque.

( ) Quando fechamos a chave em um circuito RL de CC a corrente assume instantaneamente seu
valor final.

( ) Atensao sobre o resistor num circuito RL de CC é sempre constante.

( ) Constante de tempo de um circuito indutivo corresponde ao tempo que a tensao sobre o indutor
leva para atingir seu valor final.

( ) Constante de tempo de um circuito indutivo corresponde ao tempo que a tensao sobre o indutor
levaria para atingir seu valor final se variasse de forma constante.

( ) Quando abrimos um circuito indutivo a corrente decai a zero somente depois de um intervalo de
tempo diferente de zero.
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() Num circuito CC com indutor a tensao pode sofre variagdes instantaneas.
( ) Num circuito CC com indutor a corrente pode sofrer varia¢des instantaneas.

() Num circuito RL de CA a corrente esta sempre em fase com a tensao do indutor.
( ) Num circuito RL de CA a corrente esta atrasada de 90° em relagéo a tens&o sobre o indutor.

( ) Num circuito RC de CA a corrente esta adiantada de 90° em relag&o a tensdo sobre o indutor.

8.26) Represente na forma fasorial (polar e retangular) os seguintes sinais senoidais:
a) v1(t)=277.sen(500.t + 30°) V
b) i1(t) = 10.sen(2000.t + 60°) A
c) v2(t) =400.sen(277.t) V
d) i2(t) = 0,35.sen(1000.t + 120°) A
8.27) Dados os sinais senoidais abaixo, determine:

a) Valor de pico, pico a pico, eficaz, periodo, freqiiéncia, freqiiéncia angular, fase inicial e
defasagem;

b) fasor (polar e retangular);
c) diagrama fasorial completo.
v1(t) = 500.sen(700.t) V
v2(t) = 250.sen(700.t + 90°) V
i1(t) = 100.sen(700.t — 30°) A
i2(t) = 200.sen(700.t + 60°) A

8.28) Seja uma fonte de tensdo alternada Vf = 156200 V (60Hz) alimentando um circuito com um
indutor ideal de 200mH determinar:

a) reatancia do indutor (forma retangular e polar);

b) corrente na bobina (dominio do tempo e da freqiiéncia);
c) esbogo dos graficos da tenséo e da corrente no indutor;
d) diagrama fasorial.

8.29) Seja uma fonte de tenséo alternada Vf = 10£00 V (500Hz) alimentando um resistor em série
com um indutor. Sabendo que a fonte fornece 20mA para o circuito, determine:

a) areatancia indutiva e a indutancia do indutor;
b) aimpedancia total do circuito (retangular e polar);
c) o diagrama fasorial;
8.30) Em que frequiéncia uma indutancia de 56mH apresenta reatancia de 100Q7?
8.31) Em que frequéncia um capacitor de 2000uF apresenta uma reatancia de 100Q?
)

8.32) Em que frequéncia um indutor de 5mH tem a mesma reatancia de um capacitor de 0,1uF? R:
7,12kHz.

8.33) Trace os sinais senoidais,determine as derivadas das funcgdes, trace a forma de onda das
derivadas e compare as amplitudes e fagca uma relagdo com as inclinagdes da fungao original.

a) f(t)=50-sen(1000-1)

b) v(t)=220+2-sen(377-t+30°)V
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c) f(t)=-10-4/2 -sen(200-t—45°)

8.34) Determine a expressdo da corrente num resistor de 100Q2 e num de 2k2 para as tensoes
senoidais:

a) Vv(t)=220+2 sen(377-t)

b) v(t)=15-sen(100-t+30°)
8.35) Seja um indutor de 500mH e um capacitor de 1000uF, determine as suas reatancias para:
a) corrente continua;
b) 60Hz
c) T=0,1ms
8.36) Determine a indutancia L e a capacitancia C para os valores de reatancias dados:
a) 100Q, 60Hz;
b) 5kQ, 1000Hz;

8.37) Seja L = 500mH e C = 1000uF, determine as correntes sobre esses elementos sendo:

a) V(t)=220+2 sen(377-1)
b) v(t)=15-sen(100-t+30°)

8.38) Os sinais de tensado e corrente abaixo correspondem a um bloco de carga. Determine a
defasagem entre os sinais e o tipo e valor do componente correspondente:

a) v(t)=220v2-sen(377-t+30°) e i(t) = 311-sen(377 -t —60°)
b) v(t)=100-sen(200-t—10°) e i(t) = 20 -sen(200 -t +80°)

c) v(t)=30-sen(200-t+90°) e i(t)=5-cos(200 - t)

8.39) Trace X, Xc € R para uma faixa de freqiéncias desde OHz até 100kHz, sendo L = 5mH; C =
125nF e R = 100Q.

a) Determine a freqiiéncia em que X, = Re Xc = R;
b) Determine a frequéncia em que X, = Xc;

c) Determine a freqiiéncia em que X_ = 2.X¢;

d) Determine Xc, X, e R para f = 30kHz.

8.40) Represente no dominio fasorial:

a) v(t)=100sen(5t+45°)Vv

b) v(t)=110+2 sen(377t —gjv

c) i(t)=141-10"2sen(1000t +60°) A
d) i(t)=2042 cos(ZOOt —%] mA

8.41) Represente no dominio do tempo:

a) 1=20-120°pA

Prof. Fernando L. R. Mussoi CEFET/SC - Geréncia Educacional de Eletrénica



SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 163

b) \'/:54—37%

c) V=3v2290°mv

— (0]
8.42) Determine o} valor de vf sendo vi(t) = 6\/§sen(377t +30 )V e

Vo(t)=10v/25en(377t-45°) g 4o i(1)=2v25en(377t+60°) yotermine o teor dos
elementos do circuito.

8.43) Seja o circuito da figura abaixo, onde i(t)=2sen(120xnt+32°), R=8,47Q; L=25mH e C=180pF.
Determine:

a) as reatancias capacitiva e indutiva;

b) aimpedancia equivalente do circuito: Resp: 8,47-j5,32.02

c) as tensdes nos terminais do resistor, do capacitor e do indutor;
d) atenséo nos terminais da fonte senoidal: resp: 200°V

e) trace o diagrama fasorial do circuito;

f) trace o tridngulo de impedancias e determine o teor do circuito.

C
|

8.44) Descreva o procedimento para determinar experimentalmente a indutancia de um indutor e a
capacitancia de capacitor quando conectados a um circuito de corrente alternada.

8.45) No circuito abaixo, para cada valor de frequéncia dado, determine:

a. A impedancia equivalente;

b. A corrente total fornecida pelo gerador;

c. O angulo de defasagem entre a tensao e a corrente e o teor do circuito;

d. Explique o comportamento deste circuito com relagcéo a variagao da frequéncia.

rR1 A

%2 Dados:
Vfonte = 1520°V

Wante
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R1=150Q F1 =280 kHz
C =100nF F2 =100 kHz
L=1mH F3 =120 kHz

8.46) Qual o teor do circuito quando a fonte opera com uma frequéncia da 1 kHz? Qual o valor da
capacitancia C?

Dados:

(22) viome % & L == Vfonte = 10V
R1 = 5000
L = 32mH
XC = -j500Q

8.47) Determinar a tensao no resistor R2. Explique o resultado.

Dados:
A Vfonte = 60 Vef / 159Hz
R1 =20Q
@3 hWifarte Z g2 R2 = 600

T': L = 1H

C=1uF

8.48) Determinar o valor da impedancia Z1 no circuito. Esta impedancia pode ser considerada um
resistor de aproximadamente 4Q2 com um indutor em série? Porque?

Dados:
> Vfonte = 50£30° V

It
R
@ “Wante Z1 £ po IT = 27,9457,80 A

Tx-: R1=3Q

R2 = 50
Xc = 40

8.49) Para o circuito abaixo, determinar:

Impedancia total do circuito (equivalente)

Angulo de defasagem entre tensao e corrente, teor do circuito e fator de poténcia
Corrente total fornecida pela fonte e as correntes nos resistores

Diagrama fasorial completo;

Poténcia nos resistores e o tridngulo de poténcias na fonte

Some as poténcias nos resistores e compare com a poténcia aparente total e ativa total.
Explique.

~0o0oT®
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Dados:
Vfonte = 110.280° V
Fil Rz

@ “Wionte R1=4Q

LSl —|— ey R2 = 3Q
XL1 = +j3Q

XC1 = 40

8.50) Para o circuito abaixo, determinar:

a. Impedancia total do circuito (equivalente)
b. Angulo de defasagem entre tensao e corrente, teor do circuito e fator de poténcia
c. Corrente total fornecida pela fonte e as correntes nos capacitores
d. Diagrama fasorial completo;
e. Poténcias nos capacitores e o triangulo de poténcias na fonte
f. Some as poténcias reativas nos capacitores e compare com a poténcia aparente total e
reativa total. Explique.
Dados:
Vfonte = 11020° V
=k 1
R1=10Q
Rz 3 R2 = 8Q
“ionte X1 = +J5Q
w2 4
T X2 = -j5Q
X3 = -j5Q
X4 = +j10Q

8.51) Para o circuito abaixo, determinar:

Impedancia total do circuito (equivalente)

Angulo de defasagem entre tensao e corrente, teor do circuito e fator de poténcia
Correntes em todos os elementos do circuito

Poténcia total fornecida pela fonte (triangulo de poténcias)

Some as correntes no indutor e no resistor e compare com a corrente total. Explique.
Por que a poténcia ativa é positiva e a reativa negativa?

~0o0oT®

?E . Dados:
Vfonte = 70,7120° V
() vroee X2 == R1 =100
X1 = -10Q
X2 = +20Q
X3 = 100

8.52) Para o circuito abaixo, determinar:

a. A corrente que circula no capacitor de XL = -j10Q, sabendo que a corrente no indutor de XL =
+j8Q é de 5/-50°A.

b. A corrente total fornecida pela fonte

c. Atensao da fonte
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d. A poténcia dissipada nos resistores
e. Por que as poténcias sao diferentes se os resistores sao iguais?
f. Qual a poténcia dissipada total e qual a poténcia aparente total. Ha diferencga entre elas?

Dados:
B 1 #3
H H R1=10Q
Rz R2 =10Q
Wionte *Z X1 = -j5Q
e X2 = +j8Q
X3 = -10Q
X4 = +j15Q

8.53) Para o circuito abaixo, determine:

a. aimpedancia equivalente do circuito;
b. a corrente total no circuito;
c. atenséao no resistor R2;
d. adefasagem entre a tensdo e a corrente, o teor do circuito e o fator de poténcia;
e. o triangulo de poténcia na fonte;
f. as poténcias reativas nos componentes.
Dados:
R1 Rz
AR AR Vionte(t) = 100.sen(3000.t+60°) V
R1=2Q
@ “Wonte L =
R2=1Q
L=1mH
C =20puF

8.54) Para o circuito dado, determine:

a. aimpedancia equivalente e o teor do circuito;
b. a corrente total fornecida pela fonte;
c. a corrente sobre cada elemento;
d. a poténcia sobre cada elemento;
e. a poténcia total dissipada pelo circuito;
f. a poténcia total dissipada pelo circuito, se a fonte CA for substituida por uma fonte CC de V.
=70,71V. Qual a diferenga? Porque?
Dados:
Fi1 Rz
A A Vionte(t) = 100.sen(20000 . t) V
j_ R1 =20
@ Wante C L T Rz
T R2 =10
R3 =50
C=5pF
L =0,3mH
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8.55) Um indutor desconhecido deve ser analisado em laboratério para verificar suas caracteristicas
nominais de indutancia e resisténcia. Sugira um processo simplificado para determina-las
usando apenas multimetro, osciloscépio e gerador de sinais.

8.56) Dado um circuito RLC série alimentado por uma fonte CA de 60Hz, e sabendo-se que 0 mdédulo
da impedéancia total é 200Q2, a defasagem entre a tensdo e a corrente na fonte € de 600 e
XC=2XL, determine:

a) O teor do circuito;

b) OvalordeR,LeC

¢) O diagrama fasorial e o tridngulo de impedancias.
Resp.: 10042, 7,66uF, 459mH

8.57) Um motor absorve da rede elétrica uma poténcia de 5kW em 220Vef / 60Hz com FP=0,6.
Determine o capacitor para aumentar o fator de poténcia para 0,9. Resp.: 230uF

8.58) Uma carga indutiva dissipa 1kW com corrente 10Aef / 60Hz com ¢=60°:
a) Determine o capacitor para corrigir o fator de poténcia para 0,85;
b) Calcule a corrente total fornecida pela fonte apés a corregao;
c) Determine a poténcia aparente total apés a corregao.

Resp.: 74uF, 5,88Aef, 2kVA

8.59) Uma carga indutiva formada por um sistema de iluminacdo fluorescente com reatores
eletromagnéticos utiliza um banco de capacitores para corre¢cdo do fator de poténcia. De
acordo com as novas regras do Sistema Elétrico, o fator de poténcia devera ser superior a
0,92. Indique o valor do capacitor que devera ser conectado e como, para que a solugao seja
técnica e economicamente viavel.

Dados:
Alimentacéo: 220Vef / 60Hz
Carga de lluminacéo: 2002 e 53mH
Capacitancia Equivalente do Banco: 177 uF

8.60) Uma subestagao alimenta, por uma linha monofasica a 3,8kV, as seguintes cargas: 250kW a
fator de poténcia unitario e 1500kW a fator de poténcia 0,6 atrasado. Determine:

a) A corrente fornecida pela subestagao e o fator de poténcia da carga que ela aciona;

b) A poténcia reativa e a reatadncia do banco de capacitores que corrige esse fator de poténcia
para 0,85.

Resp.: 700A, 0,657, 9,5Var; 15,80

8.61) Em uma instalagao fabril temos uma subestag¢do de 1500kW com FP=0,8. Desejamos adicionar
uma carga de 250kW com FP=0,85. Qual a poténcia reativa do capacitor que deve ser
adicionada para que a subestacao nao seja sobrecarregada? Resp.: 616kVAr

8.62) Para praticar Inglés Técnico [Boylestad]: A small industrial plant has a 10kW heating load and a
20kVA inductive load due to a bank of induction motors. The heating elements are considered
purely resistive (PF=1), and the induction motors have a lagging power factor of 0.7. If the
supply is 1000V at 60Hz, determine the capacitive element required to raise the power factor to
0.95. Compare the levels of current drawn from the supply. Resp.: 16.93uF; 25.27A

8.63) Para praticar Inglés Técnico [Boylestad]: The lighting and motor loads of a small factory
establish a 10kVA power demand at a 0.7 lagging power factor on a 208V, 60Hz supply.

a) Establish the power triangle for the load

b) Determine the power-factor capacitor that must be placed in parallel with the load to raise de
power factor to unity.

Prof. Fernando Luiz Mussoi Fundamentos de Eletromagnetismo 167



SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 168

c)
d)

Determine the change in supply current from the uncompensated to the compensated system.
Repeat parts (b) and (c) if the power factor is increased to 0.9.

8.64) Para praticar Inglés Técnico [Boylestad]: The load on a 120V, 60Hz supply is 5kW (resistive),

a)
b)
c)
d)
e)

8kVAr (inductive), and 2kVAr (capacitive).

Find the total kilovolt-amperes.

Determine the PF of the combined loads.

Find the current drawn from the supply.

Calculate the capacitance necessary to establish a unity power factor.

Find the current drawn from the supply at unity power factor, and compare it to the
uncompensated level.

Resp.: 7.81KVA; 0.64 (lagging); 65.08A; 11054F; 41.67A

8.65) Para o circuito abaixo, determine:

a)
b)
c)
d)

O valor de RV para que o fator de poténcia seja 0,85.
As correntes em todos os ramos do circuito;
Se RV = 0Q, qual o fator de poténcia? Se for menor que 0,85 calcule o capacitor.

Se RV = 100Q, qual o fator de poténcia? Se for menor que 0,85 calcule o capacitor.

Resp.: 26,742, 2,91A; 4,71A; 5,53A; 0,97; 0,53; 21,54F.

20Q2
290Vef 200mH
e
60Hz @ Rv
0-500:

8.66) TRABALHO: Para os circuitos RL, RC e RLC tipicos, dados pelo professor, determine:

os parametros (o, f, T, 0, Vp, Vpp Ver);

o circuito no dominio da frequiéncia;

as correntes e tensdes em cada elemento (fasor e eficaz);

diagrama fasorial completo;

curvas de correntes e tensdes da fonte e de todos os elementos, num mesmo grafico;
tridangulo de impedancias equivalentes;

defasagem da corrente com relagdo a tenséo;

Simular no computador os circuitos e determinar:as tensées e correntes (pico, eficaz e
média) em cada elemento;

verificar as formas de onda de tensio e corrente em cada elemento;
verificar as defasagens entre tenséo e corrente da fonte;

Comparar os resultados calculados com os simulados e elaborar suas conclusées sobre o
comportamento dos componentes em CA, diferengcas entre os circuitos tipicos, formas de
onda e defasagens.
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8.67) TRABALHO: Obtenha todos o0s parametros possiveis das formas de onda:

v4(t) = 220+/2 - sen(377t+120°); v2(t) = 220+/2 - sen(377t-120°) e
v3(t)=220+/2 -sen(3771).

tracar o diagrama fasorial com os trés sinais;

fazer via(t)=v4(t)-va(t); vas(t)=va(t)-vs(t) e vaq(t)=vs(t)-v4(t) graficamente no diagrama fasorial e
matematicamente através da algebra fasorial;

tragar os fasores resultantes no diagrama do item (a);

tracar as trés formas de onda e fazer as subtragbes ponto a ponto, usando um programa de
computador. Mostrar as seis formas de onda num mesmo gréfico.

8.68) TRABALHO: Tragar as formas de onda no computador e obter a somatéria dos sinais:

Dados:

vi(t) = 100sen(at);
v3(t) = 33sen(3at);
vs(t) = 20sen(5at);
v7(t) = 14sen(7 at);
Vo(t) = 11sen(9at);
vi1(t) = 9sen(11lafk);
f=60Hz e 1kHz

8.69) TRABALHO: Dada as fungdes senoidais: v;(t)=8sen(500t+45°), v,(t)=12sen(500t-30°) e

f)

i3(t)=5sen(500t-60°):

Determine o valor de pico, pico a pico, freqiéncia angular, periodo e freqiiéncia, fase inicial,
valor eficaz, valor médio e fator de forma;

Determine a defasagem de v, em relacdo a v4, de i em relagao a v4 e de i; em relagao a vo;
Trace as formas de onda de v, v» € i3 num mesmo par de eixos utilizando software adequado.
Determine os fasores na forma polar e retangular e trace manualmente o diagrama fasorial;

Opere e obtenha graficamente as formas de onda para as fungdes trigonométricas
(instantaneas): v4i=vitvo, z1=v4liz; Zo=Volis, p1=V4.iz € po=Va.i3, Faca um grafico para cada
operagao contendo as duas formas de onda de origem e a resultante em cada um.

Derive as fungbes vy, v, € i3 e trace o grafico com as formas de onda de origem e resultante;
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ANEXOS
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A.1. RELACOES TRIGONOMETRICAS
Algumas Relac¢des Trigonométricas Uteis:
sen(w t+ 900): cos(o - t)
sen(o-t)= cos(c)~t—90°)
sen(—a)=—sen(+a)
cos(—a.) = cos(+ o)
cos(+ o) = sen(a + 900)
sen(+a)= cos(o, - 900)
sena - senf = % -[cos(a - B) - cos(a + B)]
cos(a + B)=cos o - cos  — sena. - senp
cos 0, -cos 0, —senod, -send, = cos(0; +0,)

cos 0, -send, +send, -cos0, = sen(0; + 0, )
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A.2. DERIVADA
O conceito de derivada é importante para o entendimento do comportamento da resposta
senoidal dos elementos passivos.

A derivada dx/dt é definida como a taxa de variacdo de x com relagdo ao tempo t. Se x ndo
varia num determinado instante de tempo t, dx=0 e a derivada é zero.

Para a onda senoidal dx/dt é zero somente nos picos positivo e negativo, quando wt=n/2 e
wt=31/2, pois X ndo varia nesses instantes, como mostra a figura A.2.1.

ax_
x A dt
*+Xmax
dx
— =MmaX
dt
\ ot(°, rad)
>
0° 90° 270° 360°
On n/2 3n/2 2n
x Fungdo
el I N, o Senoidal
ax _
dt

Figura A.2.1 — derivadas maxima e minima para a fungédo seno.

A derivada dx/dt &, na verdade, a inclinacdo da curva em cada instante de tempo. Um
exame da curva senoidal indicara que a maior variagcdo de x ocorre nos instantes wt=0, wt=n e
wt=2n. A derivada é, portanto, maxima nesses pontos. Em wt=0 e wt=2x o valor de x aumenta com a
mesma taxa de variacado e a derivada é positiva ja que x aumenta com o tempo. Em wt=r, o valor
de dx/dt diminui na mesma taxa de variagao, mas a derivada é negativa pois x diminui com o tempo.

Para varios valores de wt entre esses pontos de maximos e minimos, a derivada assumira
valores intermediarios. Transpondo esses valores para o grafico da figura A.2.2, obtemos a curva da
derivada da funcéo senoidal, que € uma curva cossenoidal. Dai concluimos:

A derivada de uma funcdo senoidal € uma funcéo cossenoidal.

O valor de pico da onda cossenoidal da figura A.2.2 esta diretamente relacionado com a
frequéncia da onda senoidal original. Quanto maior a frequéncia, maior a inclinagédo da curva com
relacdo ao eixo horizontal (tempo) e, portanto, maior o valor da derivada dx/dt, como mostra a figura
A.2.3. Podemos observar que, para um mesmo valor de pico Xmax da funcdo senoidal, a maior
freqliéncia produz um pico maior para a derivada. A derivada de uma funcao senoidal tem o mesmo
periodo e freqliéncia que a funcao original.

Assim, para a funcao senoidal:

X(t) = Xmax - Sen(ot £ 0)
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A sua derivada pode ser determinada por célculo diferencial®:
dx(t)  d(Xpax -seN(ot£0) X - dlsen(ot + 0)]
dt dt dt
dx(t
dfc ) =0 Xpax -COS(0t£0)=2-1-f- X 5x - COS(mt £0)
dx/dt
+— =max
ot(°, rad)
0° 90° 270°  360°
On n/2 3n/2 2n
dx Fungdo
- E = max Cossenoidal
Figura A.2.2 — curva da derivada da fungéo seno.
maior menor
A inclinagcdo A Lo
Ximax T2 inclinagdo
maior
pico
/ 4
dx/dt
dx/d+t
> >
menor
¥—__ pico
Figura A.2.3 — quanto maior a frequéncia maior o valor da derivada da fungéo seno.

°0 processo de calculo diferencial ndo sera discutido aqui.
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A.3. MEDICAO DA DEFASAGEM USANDO OSCILOSCOPIO

O osciloscopio € um instrumento usado para verificar e medir formas de onda de tensdes
periédicas em funcao do tempo.

Como sabemos que a corrente num resistor esta em fase com a tenséo a ele aplicada,
podemos considerar o dngulo de fase associado com a tensdo em um resistor como sendo também
o angulo de fase da corrente.

Se quisermos encontrar o angulo de defasagem num dado circuito, como indica a figura
A.3.1, devemos adicionar um resistor em série e utilizar um osciloscépio de duplo trago (2 canais).
Esse resistor série, chamado Resistor Sensor (ou Shunt) deve ter resisténcia conhecida e de baixo
valor para ndo afetar as caracteristicas do circuito.

PR
P~ Z @ Vz Z Chl.
© R
iz Rsensor- .GND
—n (a) — 1 w + * ,(b)

Figura A.3.1 — (a) circuito para medicéo da defasagem; (b) ligacdo do resistor sensor e do osciloscépio.

Um canal deve mostrar a forma de onda da tensao na impedancia e o outro a forma de onda
da tensao no resistor sensor. Como a tensado e a corrente no resistor sensor estdo em fase, o dngulo
de fase da corrente € igual ao da tensao no resistor. Como o resistor esta em série, a corrente na
impedancia € a mesma do resistor. Assim, a forma de onda da tensdo no resistor sensor mostra a
forma de onda da corrente na impedancia. O valor da corrente pode ser obtido pela divisdo do valor
da tensdo no resistor sensor pelo valor da sua resisténcia e o angulo de defasagem pode ser
calculado através da relacao:

periodo da formade onda = 360°

tempo correspondente a defasagem = angulo de defasagem 6
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A.4. ESPECTRO DE FREQUENCIAS
Fonte: BOYLESTAD, R. L. Introductory circuit analysis. 10.ed. USA: Prentice Hall, 2003.
+—— Microwave
Microwave
oven EHF
SHF [30 GHz - 300 GHz
(Extremely High Freq.)
UHF [3GHz-30 GHz (Super-High Freq.)
VHF 300 MHz - 3 GHz (Ultrahigh Freq.)
HF 30 MHz - 300 MHz (Very High Freq.)
MF 3 MHz - 30 MHz (High Freq.)
LF 300 kHz — 3 MHz (Medium Freq.)
VLF 30 kHz - 300 kHz (Low Freq.)
3 kHz — 30 kHz (Very Low Freq.)
RADIO FREQUENCIES (SPECTRUM)
—
3 kHz - 300 GHz Infrared
AUDIO FREQUENCIES
L |
! |
15 Hz — 20 kHz
1 Hz I0Hz 100Hz 1kHz 10kHz 100kHz 1 MHz 10MHz 100 MHz 1 GHz 10GHz 100GHz 1000GHz  f(log scale)
FM
':' 88 MHz — 108 MHz
TV channels (2 - 6)
':1 54 MHz - 88 MHz
TV channels (7 - 13)
TV 4 174 MHz - 216 MHz
TV channels (14 — 83)
t:‘ 470 MHz - 890 MHz
CB Countertop microwave oven
26.9 MHz - 27.4 MHz | ‘ 245 GHz
Shortwave
|:| 1.5 MHz — 30 MHz
Cordless telephones
Cellular phones n__m MHz — 49 MHz
Pagers VHF
ﬂ 30 MHz - 50 MHz
Pagers
Pagers UHF
':14{]5 MHz - 512 MHz
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A.5. SERIES DE FOURIER

[incluir complementagao]
Teorema de Fourier

Um sinal periédico qualquer é composto de (ou pode ser decomposto em) uma série de
ondas senoidais, com frequéncias multiplas inteiras da fundamental f1, cada uma com uma
determinada amplitude e uma determinada fase, mais uma componente continua (de freqiéncia
zero). As ondas senoidais multiplas inteiras n da fundamental sdo chamadas harmdnicos de ordem
n.

A onda senoidal é a onda mais simples ou pura que existe, pois se originou da projecao
sobre uma reta de um ponto girando em circulo. A sendide tem uma unica freqiéncia, e para
completar a sua descricao basta indicar a sua amplitude (valor absoluto maximo atingido) e a sua
fase.

O espectro de uma sendide € uma raia (pois ocupa uma unica frequéncia), com altura igual
a amplitude. No espectro, ndo é possivel representar a fase da raia. Em estudos tedricos, as vezes,
se representam raias com fase oposta e relacdo a outra para baixo do eixo de frequéncia. Para
analisar um sinal complexo (composto), basta decompd-lo em suas componentes senoidais e
trabalhar com uma componente por vez. Portanto, € uma ferramenta importante para analise de
sinais complexos.

O ESPECTRO é a representacdo das componentes (ou raias ou termos) num grafico que
mostra suas amplitudes versus freqiiéncia. A FORMA DE ONDA é a representagdao dos valores
instantdneos em funcéo do tempo.

A figura A.5.1 mostra um exemplo de como é formada uma onda complexa (no caso uma
onda quadrada simétrica) e o seu respectivo espectro de componentes harménicos. A forma de onda
resultante (em amarelo) € o somatério a todo instante dos componentes harmdnicos(em azul).
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onda guadrada
Forma de onda
termo Ampl.  fase
Ao a (cc)

i |

Espectro

Figura A.5.1 — Espectro de harmbnicos de uma forma de onda quadrada simétrica.

Uma onda quadrada simétrica (no eixo do tempo, semi-periodos iguais) € composta de uma
infinidade de raias ou senodides correspondentes a freqiéncia fundamental e seus harmdnicos
impares.

A componente fundamental (AO) tem a mesma freqiéncia basica da onda quadrada. A
fundamental e os harménicos impares estdo em fase na origem (fungdo seno). Se usarmos fungao
€osseno, ou origem no maximo positivo da fundamental, os harmbnicos 3, 7, 11...,. tem fase contraria
(180 graus) em relacao aos termos 1, 5, 9, 13,... ,como pode ser visto na figura A.5.1.

O nivel ou amplitude relativa dos harménicos € o nivel da fundamental dividido pela ordem n
do harménico em questdo. Se a onda quadrada nao for simétrica em relagdo ao eixo de freqiiéncia,
ou seja, tiver amplitude positiva diferente da negativa, € porque contem uma componente continua.
Como a onda da figura A.5.1 foi construida com harménicos somente até a ordem 11, a sua forma de
onda ainda nao é perfeitamente quadrada.

Para entender melhor a diferenca, ou mais precisamente, a relacao entre forma de onda e
espectro, a figura A.5.2 mostra isto de forma tridimensional (em perspectiva para ser mais exato)
para a onda quadrada da figura a.5.1:
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v Yalor instantdneo em fungio do tempo = forma de onda

A Amplitude em funcio da freqiiéncia = espectro

o © nd?
e -

A P
fﬂ rl’ﬂ v _____.-"--

Representagio tridimensional

Figura A.5.2 — Representacéo tridimensional do espectro de uma onda

Os trés eixos da figura A.5.2 sdo ortogonais (em perspectiva), ou seja, estdo todos a 90
graus um em relagao ao outro. Por isso, quando vemos uma forma de onda, estamos colocando em
um plano os eixos v e t, e estamos de frente para o eixo da frequéncia, que fica perpendicular ao
plano e, portanto vira um ponto e fica invisivel. Quando observamos o espectro de frente, € o eixo do
tempo que se torna um ponto e fica invisivel.

Comparando: forma de onda e espectro, portanto, se relacionam como a vista de frente e a
vista de lado em desenho industrial. E sabido que as vezes ainda precisamos de uma terceira vista
para representar todos os detalhes de um objeto, ou seja, a vista de cima.

O ESPECTROGRAMA é exatamente a vista de cima da figura tridimensional A.5.2, ou seja,
representa a evolucao da freqiiéncia dos termos (ou espectro) do sinal em fung¢ao do tempo. Agora o
eixo invisivel € a amplitude. Mesmo assim, podemos mostrar a amplitude dos termos usando uma
escala de cores convencionada previamente (ou tons de cinza em preto e branco). A figura A.5.3
mostra um exemplo de espectrograma de uma onda quadrada junto com a escala de cores para
representar amplitudes relativas (feito com o Spectrogram):

Signal Level Color Scale-

-5 dB
-10 4B

15 dB ;
-20 dB
.25 dB
-30 dB
.35 dB i
-40 dB
-4F dB
A0 dB
FF dB

Figura A.5.3 — Espectrograma de uma forma de onda.
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Observe a componente de maior amplitude (fundamental) em 1000 Hz com cor vermelha. O
harménico 9, em 9000 Hz é bem mais fraco, de cor azul claro. Neste caso particular, o
espectrograma nao traz muita informacao suplementar, em relacdo ao espectro, a ndo ser a
confirmacao de que a freqiéncia do sinal é constante no tempo. Entretanto, o espectrograma é de
fundamental importancia para analisar a evolugao espectral de um sinal complexo e variavel no
tempo, como por exemplo, um sinal de voz ou audio.

A figura A.5.4 é o espectro do sinal, obtido clicando em cima de espectrograma. Pode-se ver
as freqUéncias e as amplitudes dos harménicos.

quadrada wavy

Function “anablez Pointers Help
-alu

10000 Hz

Display Band (Hz) : 0to 11020 Scan File

Display Channels : hanaural Time Mow (sec): 1670
Sample Rate (Hz): 22050 Frequency (Hz): 11020 +- 13
Sample Length (kb : 4 Signal Lewel (dB) -51

A.5.4 — Espectro de frequéncias — harménicos.

A figura A.5.5 é um exemplo de espectrograma do sinal de voz feminina dizendo "favor ligar
mais tarde", com dois espectros instantaneos, correspondentes a um som vocal, o "A", onde se
destacam raias chamadas formantes, e um som n&o vocal produzido pelo "sss" e que mais parece
ruido branco em freqiéncias mais altas. Agora é bem visivel a evolugdo do espectro com o tempo.
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espectro do
som vocal
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Os espectros e o espectrograma acima foram feitos com o CoolEdit.

2500 2000 2500

Figura A.5.5 — Espectro de freqiiéncias para a voz feminina.
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A.6. TEOREMA DA MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA

A.6.1. Transferéncia de Poténcia em Circuitos de Corrente Continua

Sabemos que em circuitos de corrente continua, a maxima transferéncia de poténcia ocorre
quando a resisténcia interna da fonte é igual a resisténcia da carga, como mostra a figura A.6.1

R; = resisténcia interna da fonte.

¥
| I |
v H «— |R. - resisténcia de
Ri=R
fonte ' -

Figura A.6.1 — Maxima transferéncia de poténcia em corrente continua.

A.6.2. Transferéncia de Poténcia em Circuitos de Corrente Alternada

No caso de corrente alternada a transferéncia de poténcia a carga sera maxima, quando as
seguintes condi¢gbes forem verdadeiras:
- Poténcia ativa transferida € maxima (resisténcia interna da fonte igual a resisténcia da carga)

- Poténcia reativa total do circuito € nula ( a reatancia interna da fonte é igual a reatancia da carga,
porém de natureza oposta)

R=R e X=-X
i L i ca

Z =2,

Zi:Riij

H «— |z = R %jX

fonte

Figura A.6.2 —Maxima transferéncia de poténcia em CA.

Portanto, em corrente alternada a maxima transferéncia de poténcia acorre na condigdo apresentada
na figura A.6.2.
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A.6.3. Exercicios Propostos:

A.6.1) Para o circuito abaixo, determinar o valor do capacitor para que ocorra a maxima transferéncia
de poténcia:

| S (YY\
100 5mH
] 06
g, ©
f=100Hz
- C
Fonte 5 Carga

A.6.2) Para o circuito abaixo determinar:

a) O valor da impedéncia Z|_, que absorvera a maxima poténcia da fonte;

b) O valor da poténcia maxima.

30 j8Q
| S| ﬂm

40

240.230° (V) @) i2 H Z

-ji8Q —I-

A.6.3) Um gerador de sinais opera em 5 MHz e possui uma impedancia interna de 80 200 (Q),
considerando que esse gerador alimenta uma carga formada por um resistor e um capacitor em
paralelo, determinar o valor desses elementos de modo que a poténcia transferida seja maxima.

A.6.4)Para os circuitos a seguir determinar o valor da impedancia Z para que a poténcia transferida a
carga seja maxima.

200 10mH 7 |
s
v(t) w= 2000 @) §

= 100 uF

Prof. Fernando Luiz Mussoi Fundamentos de Eletromagnetismo 183



SINAIS SENOIDAIS: TENSAO E CORRENTE ALTERNADAS 184
20 O) 0mH z 10
v(t) w= 500 rad/s @ 100 4F T = 20 mH
b)
C) I nm 7 !
H 100 100
v(t) w= 2000 @ H 200
1 4mH
: : — 50 pF
A.8. FATOR DE DESLOCAMENTO E TAXA DE DISTORCAO HARMONICA
[incluir]
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A9. INFORMACOES RELEVANTES

Alfabeto Grego:

Alfa A a lota I 1 RO P p
Beta B B Capa K x  Sigma X og
Gama r vy Lambda A A Tau T =
Delta A § M M p dpsilon Y v
Epsilon E & Ni N v Fi ® ¢ o
Dzeta Z g Csi E & Qui X x
Eta H n Omicron O o Psi ¥ oy
Teta ® 6 Pi IMI = Omega Q o
Constantes e Valores Importantes

Quantidade Simbolo  Valor Usual®

Velocidade da Luz no Vacuo c 3,00x10°m/s

Constante Gravitacional G 6,67x10™*Nm?%kg?

Carga do Elétron e 1,60x10*°C

Permeabilidade do Vacuo Lo Amx107"Tm/A

Permissividade do Vacuo oo = 21 8,85x102C?/Nm?

€< Lo

Massa do elétron Me 9,11x10°%g

Massa do préton mp 1,6726x10?"kg

Massa do néutron My 1,6749x10?"kg

Massa atémica 1,6605x10?"kg

Caloria cal 4,186J

Zero Absoluto 0K -273,15°C

Radiano rad 57,2957795°

Pi o 3,1415927

Neperiano e 2,7182818

1% Os valores usuais s&o aproximagdes dos valores mais precisos obtidos atualmente e que estido disponiveis

na referéncia bibliografica [Giancoli].
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Multiplos Métricos:

Prefixo Simbolo
Exa E
Peta P
Tera T
Giga G
Mega M
Kilo k
Hecto h
Deka da
Deci d
Centi c
Mili m
Micro n)
Nano n
Pico p
Femto f
Atto a

Valor
1018
1015
10
10°
10°
10°
10°
10"
10"
107
10°
10°
107
102
10"
10-18

>>

<<

I\

IA

Simbolos Matematicos:

€ proporcional a

éigual a

€ aproximadamente igual a
néo é igual a (diferente de)
€ maior que

€ muito maior que

€ menor que

€ muito menor que

€ maior ou igual a

€ menor ou igual a

soma de (somatdria)

valor médio de x

variacdo em X

AX tende a zero

€ perpendicular a
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Conversdes e Equivaléncias de Unidades:

Matematicas:
J2 =1.4142136

V3 =1,7320508

1rad = 57,2957795°
°=0,01745rad

1rpm = 0,1047rad/s

Comprimento:

1 polegada (in) = 2,54cm
1 pé (ft) = 30,5cm

1 milha (mi) = 1,61km

(0]
1 angstron (A) = 1x10™m
1 ano-luz = 9,46x10"°m

Volume:
1 litro (L) = 1000cm®

1 galdo americano = 3,78L

Velocidade:
1km/h = 0,278m/s
1mi/h = 1,609km/h
1m/s = 3,60km/h

Forca:
1 libra (Ib) = 4,45N

Energia:

1kcal =
3,97BTU

1CV = 1,602x107"°J

4,18x10%J

1kWh = 3,6x10°%J = 860kcal

Poténcia:
1W = 1J/s = 3,42BTU/h

Pressao:

1atm = 1,013x10°N/m?
1Pa = 1N/m?

11b/m? = 6,9x10°N/m?
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